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Schr6dinger方 程 式 の 確 率 過 程

に よ る解 釈

中 村 孔 一

量子 力学 で は,質 量 祝の質 点(以 下 で は,簡 単 に質点 吻 とよぶ こ とにす る)

が,ポ テ ンシ ャルV(x)を もつ力 の もとで行 う運動 は,Schr6dinger方 程 式

楊 ψ(x,t)一{一 蓋 △+γ ω}ψ(x・t)(1)

で 記 述 さ れ る.質 点 功 が,時 刻 τに 点 エ で 見 い だ さ れ る確 率 密 度 ρ伝,τ)が,

方 程 式 口)の 解 で あ る 波 動 関 数 ψ 伝,τ)に よ っ て,

ρ(x,t)-1ψ(x,t)12(2)

の よ う に 与 え られ る とい う の が,量 子 力 学 の 主 張 で あ る.運 動 方 程 式(1)が 決 定

す る の は 質 点mの 確 率 的 な 挙 動 で あ っ て,"zの 軌 道 とい う よ う な 古 典 力 学 的 な

概 念 は 意 味 を もた な くな る.そ こ で は運 動 法 則 の 意 味 が,古 典 力 学 の そ れ と大

き く変 っ て い る.

1966年 に,E.Nelosonは,こ の よ う な 考 え の 飛 躍 は 必 ず し も必 要 な い とい

う興 味 あ る論 文,"DerivationoftheSchr6dingerEquationfromNewtonian

Mechanics",を 発 表 し た(Phys.Rev.150(1966),1079)."WesbaUattempt

toshowinthispaperthattheradicaldeparturefromclassicalphysics

producedbytheintroductionofquantummechanicsfortyyearsagowas

unnecessary"と い う文 章 で,Nelsonの 論 文 は 始 ま っ て い る.

V(x)か ら 導 か れ る力 の も と で,Newtonの 運 方 程 式 に 従 っ て 運 動 す る質 点

mが,同 時 に,質 量mに 反 比 例 す る拡 散 係 数 を も つBrown運 動 を し て い る と
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仮 定 す れ ば,Schr6dinger方 程 式(1)が 導 出 で きる とい うのがNeisonの 主 張 で

あ る.

この小 論 で は,Nelsonの 考 え を 多 粒 子 系 に拡 張 す る こ とを試 み,そ の際 に

現 わ れ るい くつ か の問題 点 を議 論 す る.

§1で はNelsonの 理 論 を 要 約 す る.簡 単 な例 に つ いて の具 体 的 な計 算 を,

§2に 示 す.§3で は,多 粒 子系 へ の拡 張 を試 み,問 題 点 を指摘 す る.

§1.Nelsonの 理 論

まず,質 点mは,次 の よ うな 確 率 微 分 方 程 式 に従 うBrown運 動 を し て い る

とす る:

de(t)… ≡エ(彦十di)-x(t>=b(x(t),t)dt-Fd図P(t).(3)

こ こで,x(t)は 時 刻tで の 質 点mの 位 置 を表 わ す.W(t)はWiener過 程 で あ

り,dt>0と した と きの 増 分dW(t)≡ 研(t+dt)-VV(t)は,tご と に独 立 な,

平 均 値 が ゼ ロで,分 散 がdtに 比 例 す るGauss分 布 を な す.

〈4鵬(t)〉=0,

〈dWl(t)ば 砺(彦>>=σ2δiidt.

た だ し,∂ 慨(t)はdW(t)のi成 分 を意味 す る,

確 率 変 数 エ(の の関 数 ∫(エ巾),り の"前 向 き平均 導関 数"を

Df(x(t),の ≡恕 〈f(x(t+h)・t+膓)-f(x(t)・t)〉 ・

に よ っ て 定 義 す る.た だ し,平 均 く… …>Fはtよ り過 去 のf,す な わ ち,`

{f(x(s),s);s≦t}を 固 定 し た 条 件 つ き 平 均 を意 味 す る.

式(3),(4),(5}よ り,(6)の 右 辺 を計 算 す る と

Df(x(t),t)-9{+b(x,t)・ ▽ノ+† σ・ムノ

とな る.特 に,∫ と して エ そ の もの を とれ ば,

Dx(t)=b(x(t),t)
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とな り,方 程 式(3}に 現 れ る ド リフ ト速 度bが 得 られ る.こ れ に もう一 度Dを 作

用 させ て,一 種 の加 速 度 を定 義 す る こ とは で きるが,こ れ は時 間 の向 きに っ い

て対 称 な量 で は な い.

そ こで,(6)に 対 応 して,"後 向 き平均 導 関 数"

D・f(x(t)の ≡ 悟 〈f(x(t)・t)一"f(芳(『 一 存)・『一 乃)>B(ID

を考 え る.た だ し,〈 … …>Bはtよ り未 来 のf,{f(x(s),s);s≧t}を 固 定 し

た 条 件 つ き平 均 を意 味 す る.

方 程 式(3)で 記 述 され る過 程 はMarkov過 程 で あ るか ら,そ の 時 間 反 転 も また

Markov過 程 とな り,x(t)-x(t-h)は{x(s);s≧t}に は よ ら な い.し た

が っ て

D*x(t)=b*(x(t),t)ω

と書 け る.こ のb*を 用 い る と,い ま考 え て い るBrown運 動 は,確 立 微 分 方 程

式

吻(t)≡x(t)-x(t-dt)=b*(x(t),t)dt十4雁 」(t)⑬

で 記 述 す る こ と もで き る.肌(t)はWiner過 程rv(t)を 時 間反 転 した 過 程 で あ

り,4肌(t)≡W(t)-W(t-dt)は

〈o「レV.f('>>===0,{14)

〈dW.i(t)4〃 ξ」(t)〉=σ2δiＬdt{15)

を み た す.こ の こ とに 注 意 して,(田 の 右 辺 を計 算 す る と,

D・∫(x(t),り 一2i+b・(x・t)・ ▽ノー† σ・△∫ 閲

とな る.

そこで,"前 向 きの微分"と"後 向 きの微分"の 両方 を使 って,時 間 の向 きに

ついて対称 な形 をした平 均加 速度 αを次 の ように定義す る:

a(t)一 十(DD・+D・D)x(t).(17)
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式⑱ にDを 作 用 させて,(7)に 注意す る と

DD・x(t)一 票+(か ▽)b・+去 σ・△b・."⑱

同 様 に,(IO)と(16)か ら

D・Dx("一 書+(b・ ・▽)b-† σ・△b.⑲

した が っ て,(1?)で 定 義 され る α は

α一 器+ω ・▽)・ 一(μ ・▽)μ 一÷ σ・△ μ ⑳

と書 ける.こ こで,、

・≡†(b+b・),醜 ≡ ÷(b-b・).{2D

この加 速 度 αがNewtonの 運 動方 程 式

ma=一 ▽γω(22)

に従 って き まる とい うのがNelsonの 理 論 の 要 請 で あ る.左 辺 に(20)を代 入 す れ

ば

袈 一(μ ・▽)μ一(・ ・▽)〃+丁 σ・△ μ☆ ▽ γ ω

とな り,力 の ポテ ンシ ャルVと ドリフ ト速 度u,vの 間 の関 係 式 が得 られ る.

ポ テ ン シ ャルVが 与 え られ て,ド リフ ト速 度u,vが 求 まる ため に は,uと

Vの 間 に も うひ とつ関係 式 が 必 要 で あ る.

確 率微 分 方程 式③ と{13}は,同 じ過 程 を時 間 につ い て前 向 き と後 向 きに書 き表

わ した もの で あ るか ら,bとb*は と うぜ ん無 関係 で はな い.bとb*の 間 にな

りた っ た運 動 力学 的 な条 件 を具体 的 に書 き表 わ す た め に,ま ず(3)と(13)のそれ ぞ

れ に対 応 したFokker-Plank方 程 式 を考 え る.時 刻tに,位 置xに 質 点mが 見

い出 され る確率 密 度(分 布 関 数)を ρ(x,t)と す る.方 程 式(3)に 対 応 して,ρ は

Fokker-Plankの 方程 式
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聖 一 一▽・(bρ)+去 σ・△ ρ(2・

をみ た す.さ らに,ρ は,方 程 式㈹ に対 応 して

霧 一 一(b・ ρ)-9σ ・△ρ ㈱

とい う方 程 式 も み た す.

式 ⑳,㈲ を辺 々 引 け ば

▽・(-2uρ 十 〇2▽ρ)=0.(26)

こ こ で,

μ一十σ宇 ρ一†σ¶nρ ⑳

とお け ぼ,㈱ を みた す.実 際 に,方 程 式(7}と(16)を用 いて,式 閻 を導 く こ とが で

き る.そ の導 出 につ い て は,例 えば,岩 波講 座 『現 代物 理 学 の基 礎 』第2巻,

270-273頁 を見 よ.

一 方
,(24),{25)を 辺 々加 え る と

霊 一 一▽ ・(・ρ).㈱

式(27)をtで 微 分 して

警 一÷♂▽(1∂ ρρ ∂')

この右辺 に伽)を代入す る と

警 一 一 ♂ ▽(÷ ▽・ω ρ))

一 一† ・2▽(▽・v)-9・ ・▽(v・÷ ▽ρ)
.

最 右 辺 の第 二 項 に,再 び(27)を代 入 す る と,

警 一一†♂▽(▽・の 一▽(ピめ 閻

一15一



とな り,ド リフ ト速 度uとVの 間 の 関係 式 が 得 られ る.

こ こで,速 度 ポ テ ンシ ャル

u=σ2▽1ぞ,v=・ σ2▽S(30)

を導 入 す る と,運 動 方程 式㈱ と条件 式朋 は,そ れ ぞれ

▽「ts-9σ ・(▽R)・+† σ・(▽S)・一丁 ・・△R+☆ γ]ヨ

▽[誓+σ ・(▽R)・(▽s)+去 σ・△s]一 ・

と書 け る.PV=・R+isと お くと,こ れ らの 方程 式 は ひ とつ に ま とま り

▽[,%W+† ・・(▽rv)・+÷σ・△W-☆ γ]一 ・(30

と な る.さ ら に

φ==二eW=ξ ≡…!R+`s(32)

と お く と,(3Dは

▽島 誓+† σ・丁△φ一☆ γ]一・

と書 き か え られ る.[… … 〕は 高 々 オだ けの 関 数 で あ る か ら,[… … 】=θ(の と

お け て,

吻 σ・誓 一 一☆(2mσ)・ △φ+(γ+θ)φ ㈲

ここで,

ψ(x,t)一 φ(x,t)・xpセ 訂 ど(t')dt']し(34)

に よ って,新 しい関 数 ψに移 る と,(33}は

M筈+拓 醐+ti(x)}ψ 倒

とな 変 る.σ2=h/mと す れ ば,こ れ はSchr6dinger方 程 式(1)と 完 全 に 同 じで ・

あ る 、
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さ らに,式 ㈱ に(30>の前 の式 を代 入 す る と

▽(R-tlnρ)一 ・.

(・… ・・)=!{(τ)と お く と,

ρ(x,t)=e2R(x・ の+2λ{t)

式閲,(34)に 注 意 す る と,こ の 式 の右 辺 は

ρ(X,t)==1ψ(X,t))2e2λ(t)

と書 け る.両 辺 を全 空 間 で積分 す る と,左 辺 か らの寄 与 は,分 布 関数 ρの定 義

よ り1と な る(質 点mは 必 ず空 間 の ど こか にい る).一 方,方 程 式 ㈲ の 解 ψに

っ い て,iψ12の 全 空 間 で の 積 分 がtに 依 存 しな い こ とは よ く知 られ て いる.

した が っ て,Aはtに も よ らな い定 数 で あ る.特 に,1ψ ド の 全 空 間 で の積 分

が1に な る よ うに規 格 化 す れ ば,λ=Oと な る:

ρ(X,t)ニ1ψ(X,t)12.

この式 は,量 子 力 学 に お け る波動 関 数 の解 釈 ② と完 全 に同 じで あ る.

要約 す る と以 下 の よ うに な る.

空 間 に は,あ るラ ンダ ム な力 の場 が存 在 して いて,全 て の質点 は,確 率微 分

方程 式(3)(あ るい は,(13))に した が うBrown運 動 を して い る と考 え る.た だ

し,Brown運 動 の拡 散 係 数 は質 量 に反 比 例 してい て,h/2mと 書 け る とす る.

さ らに,こ の運 動 は,式(17},閻 の意 味 でNewtonの 運 動方 程 式 に した が っ て

い る とす る。

この と き,時 間 につ い て前 向 きお よ び後 向 きの ド リフ ト速 度bとb*を 使 っ .

て定 義 され た 関数,式 閲 の ψ(x,t)は,Schr6dinger方 程 式(1)を み な し,時

刻 τに質 点 沈 を位 置 ∬に見 い出 す 確率 密 度 ρ 伝,の は,こ の ψ 伝,∫)を 用 い

て,(2)の よ うに書 け る.し たが って,量 子 力 学 の 主 張 は,古 典力 学 に した が う

Brown粒 子 の運 動 と して 解釈 で き る.

これ がNelsonの 主 張 で あ る.
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§2.簡 単 な例

い くつ か の簡単 な例 につ い て,確 率 微 分 方程 式③ お よ び⑬ に現 れ る ドリフ ト

速 度 を求 め てみ よ う.

i)自 由粒 子 最 初 に最 も簡 単 な例 と して,空 間 が1次 元 で,V=0と い う場

合 を考 えて み よ う.初 期 条 件 として

ψ(x,0)「 是 ・柵 醐

を とる.す なわ ち,

R(Xt・)==SlnL・

S(x,0)=舷

方 程 式 岡 は容易 に解 けて,

ψ(鵡 τ)一が ぬ 一・細

したが って

R(x,t)==一 －ll-lnL,

s(x,t)-kx-☆ 〃・t.

当 然 で あ る が,こ れ らは(3Dを み た す.

(3①よ り,u,vを 求 め る と

u_o,v_旦 〃.祝

し た が っ て,ド リ フ ト速 度b,b*は

カb
=6*=・ 一 〃 .

祝

次 に,同 じ系 で 初 期 条 件 を

一18-一 一
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ψ(x,0)一(芳)}召 ㌢ ・

に とってみよ う.こ の場 合 も闇 は解 けて,

ψ(x,t)一(青)s7ill=7i-e-a2xt2{i+ir) (38)

た だ し,τ=力 α〃 解.

RとSは

R(・ ・t)ii.&－gsxi2i,et
,、+tln(1+・ ・)・

S(x,t)一 字 、f
,,+†a・g(1+i・)

とな り,(鋤 よ り

u(x・t)一 一嘉iS
,・,v(x,t)一 ㌃ 、票 ・

した が って,b,b*は

b(鋤 一念咋 詰
,b・M－ を 島.細

外 力 が ゼF,す なわ ち,V=0の 場 合 を考 え て い るの に,ド リフ ト速 度 がxや

tに 依 存 して い る こ とに注意 しよ う.し か も,(37)と 靱 を見 くらべ てみ る と,初4

期 分 布 の と り方 に よっ て ドリフ ト速 度 が 大 き く変 って い る.'い い か え る と,ド

リフ ト速 度 が外 力 だ け で は き ま らず,Brown運 動 の媒 質 としての真 空 の性 質 が,

初 期 分布 に影 響 され る奇妙 な力 学 を考 えて い る こ とにな る.

ii>1次 元 調 和 振 動 子

V≠0の 場 合 の例 と して,空 間 が1次 元 て㌔ ポ テ ンシ ャルがV=一}Kx2の 場

合 を考 えてみ よ う,初 期条件 を

ψ(x,O)一(貴)㌔ ≠ ・
,ピ 二字

に とる,計 算の手続 きは,自 由粒 子の場 合 と同様であ るので省略 して,結 果だ
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け を示 す と,

b(鋤 一一際 際,b・(x,t)一 堰

とな る.

初 期 条 件 を

ψ(Xp・)一(2器)e2axe-5・ ・x2

に と る と,

b(鋤 一一嘉+認
,b・(鋤 一疏 ㌃ ÷

とな る.こ の 場 合 も初 期 分 布 に よ っ て,ド リ フ ト速 度 の 形 が ち が っ て い る.

§3.多 粒 子 系 へ の 拡 張

§1の 議 論 を,多 粒 子 系 の 場 合 に 拡 張 す る こ と を試 み る.記 述 を 簡 単 に す る

た め に,2つ の 質 点 か らな る系 を 考 え る.1Vヶ の 質 点 系 へ の 書 きか え は 自 明 で

あ る.

時 刻tで の 位 置 をx(i}(t)と して,質 点miは,確 率 微 分 方 程 式

dx〔i)(t)≡,x(o(t+dt)一 エω(t)

-bω(x(1},x(2),t)dt+41γ ω(t)剛

に した が うBrown運 動 を し て い る とす る.こ こで,drv{o(t)≡liv{i,(t十dt)

-1γ ω(り はWiener過 程 の 増 分 で
,

〈dW(A}〉=O,〈4D

〈dMノ ～A)dW《〆)〉一旦 δ。,δ、誠.㈲
カ12i

を み た す.

関 数f(x(1),x《2},t)の 前 向 き平 均 導 関 数 は(6)と 同 様 に 定 義 さ れ て,
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Df(xl・)・xl・"t)一{妾+琴b・i)・ ▽(・)+† 隠 △(・・]f(X"〉,,x・ ・)'t)㈲

と 書 け る.特 に

」!=)x{i)(オ 〉==二b(`)(x(1},x{2),t)(44}

で あ る.

ω と同 様 に,後 向 き平 均 導 関 数 も定 義 で きて, 、

1)*x(i)(t)===bki}(x《1),x(2),t){45)

とす る と,確 率 過 程 ⑳ω(の は,後 向 きの 確 率 微 分 方 程 式

4エ ω(の ≡ ∬ω(t>-x(i)(t--dt)

=-bti)(x{1),a7(2),t)dt十4嘱 輌}(t)間

に よ っ て も記 述 で き る.∂ 嘱 ξ}は トγω(t)を 時 間 反 転 し たWiener過 程 の 増 分

で,ω,姻 と同 じ形 の 条 件 を み た す.

時 間 の 向 き に つ い て 対 称 な 平 均 加 速 度

α… 一÷(DZ)*十D*D)エ ・・ ⑭7)

に対 して,Newtonの 運 動 方 程 式 が な りた つ こ とを要請 す る と,式 ㈱ に対 応 し

て,

誓 一;(u・k)・ ▽{・))がL翠(v・ ・〉・▽{・})v・il

+諸 念 △㈲ がL忌 ▽〈・・V㈱

が成 り立つ.た だし,

が ・一÷(b(i)十b宴))・ が ・一÷(が ・)-bki・)・(49)

一 方
,㈲ に した が う粒 子 の 分 布 関 数 ρ(x(1》,x(2),t)に 対 す るFokker・Plank方

程 式 は

霧 一 一¥▽ ㈲ ・(b…ρ)+署2》 、△㈲ ρ ㈹
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と書 け る.同 じ よ う に して,㈹ か ら,後 向 き のFokker'Plank方 程 式

霧 一一翠▽㈲ ・(蜘 一誌 △・・,ρ

が 導 け る.

醐,㈹ を辺 々 引 くと

苓 ▽㈱ ・(u㈲ ρ一2監 ▽… ρ)一 軌

と こ ろ が,{27)を 導 い た の と同 様 に して,

・㈲ 一† 念 ▽ω1nρ

が 導 か れ る.こ れ に よ っ て,{52)の 成 立 は保 証 さ れ る.

ま た,(5①,(50を 辺 々 加 え る と,

雲 一 一▽㈲ ・ω ㈲ ρ)

(27),㈱ か ら靱 を導 い たの と同 じよ うに,㈲,㈲ か ら ρ'を消 去 して,

誓 一 一÷ 訂 ω翠▽ω ・が ・L嘉 ▽(・・¥m・U・h・ ・v・h)

が 得 ら れ る.

速 度 ポ テ ン シ ャ ルRとSを

u・・}..k▽ ・i・R,v(・,,.2t▽ 〈・・s
7ηimi

に よ っ て 導 入 し,

w=R十iS

と お 、く と,.剛,岡 は ひ とつ に ま とめ られ て

▽ω巨群+÷ 諾(▽{h)w)・+† 隠 △・棚+γ]一 ・

と書 け る.散 切 み の関 数 で あ る[_・ ・.]を θω と書 き,
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ψ(x(1),x(2},t)=θ 〆w(x"㌔a「t2'・t)+`θ(t)(59)

に よ っ て ψ を 定 義 す る と,⑨ よ り

坑晋 十 蒜 △・1L蕊 △…+v}ψ.㈹

これ は,2粒 子 系 のSchr6dinger方 程 式 に他 な ら な い.

ポ テ ン シ ャルVがx")-x{2)の 関 数 で あ る場 合 に は,Schr6dinger方 程 式 ㈹

を 重 心 の 運 動 に対 す る 方 程 式 と相 対 運 動 の 方 程 式 に 分 離 で き る こ とは よ く知 ら

れ て い る:

彿1エ ω+〃z2x(2) 虚
=xu)-x(2)㈹万=

M1十M2,

とす る と,

ψ(x(i),x(2),t)一 望(X,の φ(x,の,間

`群 一一蒜 △ぷ 間

訪雲 一ず △・φ+v・(64)

た だ し,

〃-Ml+m・ ・ μ㌃ 鵠
、.

(59),{62)に 注 意 す る と,Wも 分 離 で きて,

W(x(1),x(2),t)=WG(X,t)十w(x,t)

と書 け る.

ひ と っ の 例 と し て,一 －i次元 空 間 で,V=0の 場 合 を考 え て み よ う.初 期 分 布

が

ψ(xl…x・…t)「 圭 バ 貴)㌔ 晋工・

で与 え られた と して,Wを 求 めて み よ う.

§2のi)の 結 果 を使 う と,
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W・=一 一}1nL+i(〃X－ 嘉 〃・t)

+†1楊 子 ∴+÷ln(1+・ ・)

+樗 士+弓 ・・g(1+i・)㈹

と書 け る.こ の 式 よ り,㈲,㈹,聞 に 注 意 し て,ド リ フ ト速 度b(i),醍)を 求 め

る と,

が1・一叢 ん+斎(x・1Lエ ・咋 『』
,

bkil・・iZik+嘉(x・1・-x…)葺1
,

b・・1一姦k－ 念a(xC1>.-x(2))島1
,

礁 ・圭 一念 α(xl1)-xl21)き 詰
.

粒子 の間 にはた らく力 がゼロである場 合 を考 えたのに もか かわ らず,各 ドリ

フ ト速 度 は相手 の粒子の位置 に依存 して いる.こ れ は,媒 質 として真空の性質

が初期 分布 に影響 され るとい うこの力学 の奇妙 な性格 に起 因 して いる.

以上の ように,Nelsonの 議 論 を,形 式 的 に多粒 子系 に適用 す ることは可能

であ るが,自 由粒子のBrown運 動 が,他 の粒 子の運動 の影響 を受 ける とい う

奇妙 な結果 にな る.こ の奇妙 な相関 は,Fermi統 計 やBose統 計 とい った粒子

の統計性 を この理論 に とり入れ よ うとす る際の ひ とっの障害にな るように見 え

る.い ずれ に して も,粒 子 の統計性 をNelsonの 理 論 の枠 内で どう定式化す る

かは未解 決の難 しい問題 であ る.
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