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Monodromy　Homomorphism　of　a　Fibering　from　Fermat　Type
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Algebraic　Surface　of　Degree　6

Kazushi　AHARA＊

（2001年2月15日受理）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　Synopsis：Let凡⊂CP3　be　the　Fermat　type　algebraic　surface　of　degree　6．　Let！：凡→CPI　be　a　holomorphic　map

defined　in　the　section　1．　It　is　known　that／is　a　fibration　of　Riemann　surfaces　with　degeneration，　but　values　of　the

monodromy　homomorphism　aren’t　calculated．　In　this　paper，　using　the　software〃Monomie，　we　calculate　the　monodromy

for　each　singular　fiber　concretely．　It　is　worthwhile　to　calculate　the　monodromy　for　a　family　of　non－hyperelliptic

Riemann　surfaces　of　high　genera．

Key　Words　degeneration　of　Riemann　surfaces，　Fermat　type　surface

1　1ntroduction　and　preparations

1．1

　Let　F，⊂CP3　be　the　Fermat　type　algebraic　surface　of

degree　6　defined　by

　　凡：＝｛［de：Zl：z2：23］∈CP31z8－gl－21十21＝0｝．

This　definition　is　due　to　the　formulation　in［M1］．　The

fibration　f：F，→CPi　is　defined　by　the　following．

f［th：21：Z、：2，］：＝

［kO－Z、：Z、－Z、］，

　if　tb≠Zl　or　22≠z3

［29：29］，

　otherwize

This　definition　is　in［M1］．

　　In　this　paper，　using　the　software　Monomie，　we　calcu・

late　the　monodromy　for　each　singular　fiber　corlcretely．

Matsumoto　and　Montesinos　show　in［MM］that　the

topological　type　of　a　neighborhood　of　a　singular　fiber　is

determined　by　the　topological　monodromy　around　the

singular　fiber．　It　follows　that　concrete　calculations　of

the　monodromy　homomorphism　give　the　topological

type　of瓦．　These　calculations　are　more　worthwhile　for

researchers　of　degeneration　of　Riemann　surfaces．

Because　there　are　few　calculations　of　monodromies　for

fibrations　of　non－hyperelliptic　Riemann　surfaces　of　high

genera，　In［A］there　are　calculations　for　a　fibration　in

the　case　of　degree　5　in　the　similar　way，　but　the　calcula－

tions　in　this　paper　are　much　simpler　in　spite　of　the　more

complicated　case．

　　In　order　to　calculate　the　monodromy　homomorphism，

we　use　numerical　computing　about　polynomials　with　2

variables　of　high　degrees．　In　this　paper，　we　use　the

software　Monomie．　Using　this　software，　for　any　equa－

tion　F（t，　x）＝0，　we　can　get　values　of　continuous　func－

tion　x　＝x（t）locally　such　that　F（t，　x（t））＝0

1．2

From［M1］and

propertles．

［A］，、F，　and　f　have　the　following

Proposition　1．1

　　（1）F，iS　an　algebraic〃vanzfo　ld（ゾω吻lex　dimen－

sion　2．∫isαholomony）hic〃zaP．

　　（2）　（9θη6η1ガろers）レレ珍regard　CP1αs　C　U｛OQ｝．　Let

＊Lecturer，　Department　of　Mathematics，　Faculty　of　Science

and　Technology，　Meiji　University

（31）
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Figure　1．1
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Figure　1．2（2）

五σ（t）　：＝n3＝1葛（t）

　（7）　2アand　o多z砂　グ　σ∈CPきeη　then　the　equation五σ

（の＝0燃no〃zu吻le　solut加．

Proof：

　we　can　see（1）（2）（4）（5）（6）（7）from　thq　descrip・

tion　in　the　section　20f［A］．（3）is　shown　in［M1］．

　　CPken：＝CPI＼［｛0，∞｝∪｛σ1σ12＝1｝

　　　　　　　　　∪｛σ1σ12＝α±’｝］．

（See　Figureヱ．ヱ．）F∂r　anyσ∈CP差en，　f－1（σ）is　a　closed

1～ie〃zann　SUIク「aceρプgenus　6．」Hereα＝（cos（π／5）／cos（3

π／5））10．

　　（3）（singular　fiろers）lfσ∈｛0，。・｝then　f－’（σ）is

homeomo7cPhic　to　theろo躍～uet　Oプ5S2’∫．　〃σ12＝1　then

ノ’－1（cr）　is　ho〃zθo〃zorPhic　to　α　singular　ノ泌θγ　with　4

diSl’oint　vanishing　c／cles　as　in　Figzareヱ．2（ヱ）．Ifσ12＝

α±’ 狽??氏@f－’（σ）is　homeomo2Phic　to　a　singular　fiber　with

2dis7’oint　vanishingのノclesαs　in　Figure　1．2（2）．

　　（4）For鰐σ∈C，　let

・・（・，・・）・－1－4「6＝xZil｛x6＋1｛、＋（t－1））6∈・［・，　x］．

Thenωθhave
！－1（σ）∩｛z。≠0｝＝｛（ちx）19。（ちx）＝0｝．

Here　t＝Z、／Z。，　X＝Z2／9。．

　　（5）　Let　hσ：ノー1（σ）→CPI　be　definedの

　　　　　　h。［de：Zl：2、：Z、］：＝［th：21］．

〃σ∈CP1。。。’伽妬翻5－fold　branched　coveri’ng．over

CPI，（5一ノ～）ld〃zeans　th　zt　the　sheet　nu〃zber　qズthe　cover－

ing　is　5．）

　　（6）　1アσ∈cpigen　the　z　the　set　of　allろranch　loci（ゾhσ

is　identzh’ed　with　｛tlL。（t）＝0｝．　Here

　　9．（t）＝σ6（t－1）5／（1一ω’）＋（t5＋〆＋…＋1）

　　（ブ＝1，2，3，4，ω＝exp（2π月／5））

1．3

　We　shall　introduce　the　monodromy　homomorphislnρ．

The　monodrolny　homomorphism　is　given　by　a　map

　ρ：π1（CP碁en，　ao）→M（ノー1（σb））．

Hereσb∈CPIien　is　a　base　point，ル1（プー1（σb））is　the　map・

ping　class　group　of〆　1（60）defined　by

　ル｛（！　1（σb））：＝Diffeo＋（！－1（σb））／isotopy．

ρsatisfies　that　for　any　closed　pathγfrom／toσb，　the

following　two　fiber　bundles　are　equivalent．

　！：f－1（1勉（γ））→」rm（γ）2　Sl

　　［0，1］×f－1（σb）／（0，x）～（1，ρ（γ）x）

　　　　　　　　　　　　　→S’＝［0，1］／0～1

1t　is　known　that　such　mapρis　well－defined　and　a

homomorphism．

2　1dentification　betweenΣ6　and　f－1（σb）in　case　60＝5

2．1

　1n　the　sequel，　letσb＝5　be　the　base　point　of　CP去en．

From　Proposition　1．1（2），f－1（5）is　a　Riemann　surface

of　genus　6．　ln　this　section　we　construct　a　closed　Riemann

surfaceΣ6　by　gluing　edges　of　polygons，　and　identifyΣ6

to　f－1（5）．And　we　see　that　there　is　a　non－trivial　action

ofZ／10ZonΣ6．

22

　Let　D，（i＝1，2，3，4，5）be　five　copies　of　the　regular

（32）
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Proof：

　　（1）　It　is　easy　to　show　that　the　sequences　of　edges　are

compatible　to　iJ，．　For　example，　the　edges　of」醜are

　　　＋　　キ　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　e21，　（ヨ23，　e24，　θ25，　e21，　e23，　e24，　θ25

in　this　turn．　If　we　apply疏to　these　edges，　we　get

　　θゐ，偏6為，θあ，臨θあ，eil，θ乙，

respectively．　This　sequence　is　that　of　edges　of　D，．

　　（2）　From　the　definition，　il，（蕗）＝e吉（のレω，　andラゴ（e

去）＝θ吉（の。（の，The　definition　ofラhas　a　symmetry　with

respect　to　i　andブ．　So　the　above　two　signatures　coincide．

It　follows　that　il　and　gluing　are　compatible．

　　（3）　For　each　edge　e，　the　sequence｛ラη（e）｝（％＝0，1，

2，…）has　a　period　of　length　10．　For　example，｛デ（　十612）｝

is　as　follows．

　　et2，6蕊，6駐，痂，　eis，　ei・，臨，θ志，θゑ，　eis，　et2，…

It　follows　that　the　order　of　this　map　is　10．

octagon．　Let

　　eli，…，θ茄．1），瞬＋・），…，　e；s，

　　eil，…，　ei（H），　ei（i＋1），…，θご5

be　the　edges　of　D，　in　the　clockwise　order．　In　Figure　2．1，

we　see　an　example　of」a．　On　each　edge，　we　fix　an

orientation　determined　from　the　orientation　of　the　octa－

gon．　we　constructΣ6：＝Ul＝11）i　by　gluing　the　edges島

and一疏，砺and－6丑．　ClearlyΣ6　is　a　closed　surface．　We

know　that　there　are　5　faces，20　edges，5vertices　onΣ6．

It　follows　that　the　genus　ofΣ6　is　6．

2．3

We　define　a　non－trivial　Z／10Z　action　onΣ6　in　the

following　way．

Lemma　2。1

　　Letレ＝（13524）　∂θthe　1）er〃zutationρプdegree　5．

　　（1）There　exist　ho〃zeomorPhismsラ、：D、→D。ωsatis．

加㎎the　following　condition．

以θ毒）＝

et（ご）。（ゴ）

　　（2）　il：＝

mOfPhism．

　　（3）

　　
ep（のレ（の

Ul－、iJ，

zf（z，ノ）＝（1，2），（2，1），

　　　　　　　・（1，3），　（3，1），

　　　　　　　　（2，3），　（3，2），

　　　　　　　　（4，5），　（5，4），

otherwise

：Σ6→Σ6is　a　well－defined　homeo一

The　order（ゾil　is　10．

2．4

　　From　Proposition　1．1（6），in　the　caseσb＝5，鵡：∫－1（5）

→CPI　is　a　5－fold　branched　covering　and　the　set　of

branch　Ioci　is｛tlh（t）＝0｝．　Letあ＝1be　a　base　point　and

we　construct　a　graph　from　the　monodromy　permuta－

tions　of　1防in　the　following　way．

　　Let｛p1，　p2，血，　p4，　p5｝be　h　ii（1）．In　fact　p，・＝（1，　exp（2ブπ

！：了／5）／£f5）．Let　t　be　one　of　the　branch　loci．　For　a　path

γ：［0，1］→CPI　such　thatγ（0）＝1，　andγ（1）＝ちthere

exist　5　continuous　functions　1）i：［0，1］→∫－1（5）　（i＝1，2，

…　，5）such　that

　　hぎ1（γ（s））＝｛Pi（s）li＝1，2，…，5｝．

Sinceγ（1）is　a　branch　locus，　so　there　are　two　integers　i，

and　i　such　that　Pi（1）＝p，（1）．（Remark　that　the　order　of

any　monodromy　permutation　is　2．　See［A，　Lemma

2．5（3）］．）In　this　case　we　draw　a　edge（of　graph）as　in

Figure　2．2（1）．　Using　Monomie，　we　draw　edges　for　all

branch　loci，　and　we　get　Figure　2．2（2）．Remark　that　this

graph　is　embedded　in　CP1．　Remark　again　that　Monomie

calculates　values　approximately，　but　these　are　mathe－

matically　correct　results　with　estimations　of　accidental

errors．

2．5

　　Let　G　be　the　graph　as　is　Figure　2．2（2）．Let　G　be　the

lifting　of　G　to　f－1（5）by砺．　Let　1＞（G）be　a　neighborhood

of　G　in　f－1（5）．Arestriction　of　1あ

　　鵡：！－1（5）＼G→cpi＼G

（33）
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　　　　　　　　　　　　（23）13）

（34）（15）

（24）

Figure　2．2（2）

（14）

is　a　trivial　bundle，　so！－1（5）＼1＞（G）is　a　disjoint　union　of

5disks．　Because乃ぎ1（1）＝｛ρ1，加，　p3，　p4，　pt5｝，あ，1勉，　p3，　p4，あ

are　vertices　of　G．　In　G　the　legnth　l　neighborhood　of　1）ご

is　as　Figure　2．3（1）．If　a　permutation（卿）on　a　vertex

satisfies　thatブ≠ゴ，々≠ithen　near　the　vertex　1＞（G）is　as

in　Figure　2．3（2）．If々＝ithen　it　is　as　in　Figure　2．3（3）．

Hence　N（G）　is　a　surface　obtained　by　gluing　edges　of

the　5　figures　in　Figure　2．4．　We　observe　Figure　2，4

carefully，　and　we　have　thatノ〉（G）obtained　by　Figure

2．4is　identified　naturally　toΣ6＼（neighbors　of　ver・

tices｝）．Remark　thatΣ6　has　5　vertices　and　that∫　1（5）＼

2＞（G）is　a　disjoint　union　of　5　disks．　It　follows　that　we

can　identify∫－1（5）toΣ6．

3　Braid　of　branch　loci　and　Dehn　twist

3．1

　　From　Proposition　1．1（6），for　anyσ∈CPIg．，　he：ノー1

（σ）→CPI　is　a　5－fold　branched　covering　with　20　branch

loci．　It　follows　that　for　any　closed　pathγin　CP毒e。，　we

can　regard　the　homotopy　of　the　set　of　branch　loci　as　a

braid　on　CP1．

，
’
1
、

ノ

、

！

、

’

，　　一

（25）

P

、　　　　　　　　　　　！

　　、　軸　＿　，　’

　Figure　2．3（1）

！

’

’

35）

（jキ1，kキi）

Figure　2．3（2）

Figure　2．3（3）

（34）



6次フェルマー型代数曲線からのファイバリングのモノドロミー準同型について

3
ζ
く
2

1
■
　

－
1

（
　
（

レ
匹
（

）
　
）

∩
∠
－
1

（15）

（24）

（14　　　（15）
　　　　　　　　b

　　　　　　　　　　　　　a（12）

　　　　E

　　　　　　　　　　　　　h（13）

　　　　　　　　　9

　　　Figure　2．4（1）

（13）d

（35

（14）

（25）

　　　　　E2

　　　2　　　m
（25）　　　　　（24）

　　　Figure　2．4（2）

（23）　　　　　　（34）

　　　　　　　　　P

　　　　　E3

　　r　　　　　n

（34）　　　　　（23）

　　　Figure　2．4（3）

（12）

n（23）

　（35）

h（13）

　　　　　　（14　　　（24）

　　　　　　　　　C

（45）s

　　　　　　　　　　　　E4

（34）「

　　　　　　　　　m　　　　g

　　　　　　　　　　Figure　2．4（4）

（45）s

（35）

（24）

（15）

（14）

（25）

（34）

（45）

　　e

（25）　　　　　（15）

　　　Figure　2．4（5）

（35）

（45）

（35）



明治大学理工学部研究報告　Nα24（2001）

Definition　3．1

　Letσbろe　a　base　1）oint．　For　al¢y　closedα〃veγ：［0，1］

→CP善en，　there　exist　20　continuous　patJzs　b，：［0，1］→CPl

（i＝1，2，…，20）such・that｛ろi（s）1i＝1，2，…，20｝is　the・set

ρ／　branch　loci　ρプ　hγ（ε｝．　Here　we　sθθ　that　｛ろご（0）Ii＝1，2，

…　，20｝　and　｛b，（1）ii＝1，2，…　，20｝　are　identzfied　os　sεな

and　that｛b，1　iニ1，2，…，20｝determi？¢es　aろraid　1ヲ（γ）on

CP1．

　In［A；section　5］，we　give　a　method　to　calculate　the

monodromyρ（γ）from　the　braid．B（γ）．But　this　is　very

complicated．　In　this　section　we　show　that　when　the　braid

is　an　exchange　then　the　monodromy　is　a　Dehn　twist，　and

we　show　the　results　on　the　monodromy　homomorphism．

3．2

Definition　3．2

　　SuPPose　that　a　braid　B　on　CPI　is　rePresented　乙ツ

continuozes　Paths｛b，：［0，1］→CPI｝．　B　is　an（anti－6106ん一

wise）exchangeヴand　o吻グthere　exists　a　2一跳々D

e〃zろedded　in　CPI　and　there　exist　indicesブ，々　（グ≠ん）such

〃協

　　（1）∬and　o吻卵＝ブoγi＝k　then・lm（ω⊂D

　　（2）　　Outsideρ／D，　the　restriction（ゾ　the　braid　B　is

trivial．・4nd　inside（）f　D，あ・and　bk〃zove　anti－clockwisely

and　exchcznge　to　each　other．　SθθFigure　3．ヱ．

3．3

　1n　this　subsection，　we　discuss　a　relation　between　the

braid　of　branch　loci　and　Dehn　twists　generally．　Let　A　be

aparameter　space．　Letπ（σ）：M（σ）→CPI　be　a　family

of　branched　covering　with　a　parameterσ∈A，　Letσb∈A

be　a　base　point　and　letγbe　a　closed　path　from／to（yo　in

A．Suppose　that｛b，：［0，1］→CPI｝represents　the　braid

B（γ）and　suppose　that　B（γ）is　an　anti－clockwise

exchange．　Let　a　2－disk　D　and　let　2　indicesブ，んbe　as　in

Definition　3．2．　Then　we　have　the　following．

exchange

　　　　ゆ　○

not　exchange

Figure　3．1

○

Proposition　3．3

　〃the　orders（ゾ漉θmonodromy　Peuautations（ゾ彦he

ろranch　loci　bj（0）and∂、（0）areろo漉2，　then伽inverse

imageげDのπ（σb）isα4勾伽彦union（）f　some　diSks

and∫0〃ze　annuli，　a7¢dρ（γ）　is　the　Product　（ゾ1）ositive

1）ehn　twdSts（ゾろoundari’θs（ゾannuli．

Proof：

　It　is　sufficient　to　show　this　proposition　in　the　caseπ

（σ）is　a　double　branched　covering　with　two　branch　loci

for　anyσ．　Let　p，（7　be　the　branch　loci　ofπ（σo）．　Let

ルプ：＝π（◎b）－1（D）．See　3．2（1）．　Here　ol，の　are　the

inverse　irnage　of　the　point　o，　and　7i，　r2　are　the　inverse

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノimage　of　the　point　r．　It　is　clear　that〃is　homeomorphic

to　an　annulUS．

　Letβbe　a　path　on　D　as　in　Figure　3．2（2）．Then　we

have　two　liftingsβ1，β2　as　in　Figure　3．2（3）．We　want　to

have　the　image　of　the　monodromyρ（γ），that　isρ（γ）

（β1）andρ（γ）（β2）．If　we　map　these　two　byπ（σb）then

they　must　be　the　same　and　they　are　as　in　Figure　3．2（4）．

（Because　B（γ）is　an　exchange．）Hence　we　haveρ（γ）

（β1）andρ（γ）（β2）as　in　Figure　3．2（5）．It　follows　thatρ

（γ）is　a　positive　Dehn　twist　of　a　boundary　of　M’．

D＝o

　　一〇1M　　－01

AlP　，q

P　　q
`2

て0 r
l

r

∪r
「
r
H
I

　A302　p　　q

02　P　　q　A4

01

％ 「
2

P

％

Figure　3．2（1）

亀
ら

（36）
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D＝o

β

P q r

3．4

　Letγ1，　p，γm　be　three　closed　paths　on　CPきen　as　in

Figure　3．3．　Using　the　softwareルfonomie，　we　have　that

召（γ∂　（i＝1，2，3）are　as　in　Figure　3．4（1）（2）（3）respec－

tively．　From　Proposition　3．3，　we　have　the　followings．

Figure　3．2（2）
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Figure　3．2（3）

β
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Theorem　3．4

　For　paths　as　in　Figure　3，3，　we　have：

　　（1）　ρ（pm）is　the　product　of　positive　Dehn　twists　of　cl

and　c2　in　Figure　3．5（1）．

　　（2）　ρ（η）is　the　product　of　positive　Dehn　twists　of　c3，

c4，　ds，　and　c6　in　Figure　3．5（2）．

　　（3）　ρ（％）is　the　product　of　positive　Dehn　twists　of　dr

D＝o P

Figure　3．2（4）
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　　　　　　　　　　　　　　and　da　in　Figure　3．5（3），

B（γ2）
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●

●

●

●

●
●

Figure　3．4（2）

3．5

　From　Proposition　1．1（6），the　set　of　branch　loci　of　he

is｛tiLσ（t）＝0｝．　Using　the　following　Proposition，　we　can

calculate　the　value　ρ（γ）∈ルI　of　the　monodromy

homomorphism　for　anyγ∈m（CPきen，σb）．In　the　sequel，

for　a　pathγ：［0，1］→C　and　a　complex　numberμ，　the

pathμγis　defined　by（μγ）（s）：＝μ。γ（s）．

Proposition　3．5

　（1）　五σ（’）＝Lλσ（彦），z〃hereλニexp（π㍉／＝丁／6）．

　（2）　LetαPathδbeαs勿Figure　3．3．　Then　the　braid

B（δ）歪sαs、Figzare　3．6．　Fro〃z（ヱ），we　can　identztv∫　1（5）

and　∫－1（5λ）　na云urally，　becaZtse　漉のノ　加zノθ　彦he　same

branch　loci　set．　Vin　this　identzfication，　we　haveρ（δ）＝

ひ一1．、dere　v－　is　as　in五θ〃z〃za　2．－Z．

　（3）　Foγany勿¢tegerん，

　ρ（δ々。λ　k）・i・（（sh）－1）＝｛アーkρ（γf）｛Jh．

Hereδk：＝δ・λδ……λk－16．
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Proof：

　（1）

It　follows　that

　σ6（t－1）5＿（λσ）6（t－1）5

　　　C7

・－
b8

e志s

e
　41

For　bl　＝＝　exp（2πff／5），（1一ω’）5＝一（1－bl　－j）5．

　　　To　obtain　the　braid　in　Figure　3．6，　we　only　use

Monomie　again．　See　Figure　2．2（2）．This　braid　in　Figure

3．6acts　on　Figure　2．2（2）by　a　permutation　of　indices．

The　permutataion　isレー1，　whereレis　defined　in　Lemma

2．1．It　follows　that　the　action　by　B（δ）is　identified　with

∬『1．

　（3）　From（1），we　have　B（γ）＝B（λγ）for　any　path

γ．Hence　we　haveρ（δつニ『一々，ρ（λ々γf）＝ρ（γf），andρ

（（δり一1）＝プ．This　completes　the　proof．

　（1一ω’）　（1一ω5－」）

and　we　have　the　conclusion．

　（2）
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