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0・106　Asymptotic　behavior　of　eigenfunctions

　　　　　　　COrreSpOnding　tO　pOSitiVe　eigenValUeS　Of

　　　　　　　the　SchrUdinger－type　operator　on　皐

　　　　　　　spherically　symmetric　Riemannian　manifold

Reiji　KONNO＊

A．bstract

　　　The　aim　of　this　paper　is　to　obtain　the　growth　order　of　non－trivial　solutions　of　the　equation＿△f

十e（x）f＝λf（λ＞0）on　a　spherically　symmetric　Riemannian　manifold．　We　find　that　thc　squarc　integral

of　the　solution　in　a　shell－like　region　is　bounded　from　below　by　a　function　which　is　determined　by　the

metric　of　the　manifold．　Four　theorems　and　two　corollaries　are　set　forth　corresponding　to　various　situa－

tions．　But　they　are　proved　in　a　unified　manner　which　is　reffered　to　as　the　abstract　theory．

§OIntroduction

　　　Thc　problem“When　docs　the　Schrddinger　operator－△十e（x）possess　no　positive　eig．

envaluesP”or　more　precise　problem　such　as“How　is　the　growth　order　of　the　solutionP”has

been　studied　by　many　authors．　Thc　same　is　said　to　the　more　gcneral　opcrators，　e．　g．＿Σ∂i

atゴ（x）∂ゴートg（x）　or　一Σ（∂i十～／－lb，（x））atd（x）（∂ノート～／一一16ゴ（x））十g（x）　　（cf．　〔3〕，　〔4〕，　〔7〕　etc，）．

　　　However，　it　seems　that　there　are　very　few　literaturcs　which　rcfer　explicitly　to　the　con．

ditions　that　givc　rise　to　the　absence　of　positive　eigenvalues　of　the　Schr6dinger　operator

considered　on　non－Euclidean　manif（）lds．　This　article　deals　with　problems　of　this　type　and

givcs　several　interesting　results，　though　in　the　special　case　that　the　metric　of　the　manif（）ld

ルfis“sphcrically　symmetric”・

　　　　In　this　paper，　we　consider　thc　local　problcm　in　the　neighbourhood　of　infinity．　That　is，

the　solution　of－ムプ十g（x）f＝Rf　is　simply　assumed　not　to　vanish　identically　in　any　neigh－

bourhood　of　infinity，　with　no　boundary　conditions　imposed．　And　then，　we　try　to　gct　the

lower　bound　to　the　integral　of　1∫（x）12　in　the“ball　of　the　radius　R，’，　which　the　Riemannin

structure　and　the　behavior　of戸（x）　affect　only　in　the　ncighbourhood　of　infinity・

　　　　In　view　of　thc　results　obtained，　it　is　easy　to　derive　the　absence　of　positive　cigenvalues

of　any　selfadjoint　realization　of－△＋e（x）on　a　manif（）ld　a　part　of　which　coincides　with

ours，　provided　a　global　condition　is　added　which　excludes　the　existencc　of　a　solution　with

compact　support．　Thereforc　we　do　not　comment　upon　it　in　each　case．

　　　　Every　result　contains　in　particular　the　case　thatノレf　is　a　part　of　a　Euclidean　spacc．　In

that　case，　the　results　coincide　with　well－known　oncs　or　relax　their　assumptions　slightly．

　　　　Another　aim　of　this　paper　is　to　simplify　the　proofs．　All　the　theorems　are　proved　by　a

unified　technique，　which　in　particular　givcs　considerably　simple　proofs　for　thc　we1レknown

theorems　in　the　casc　of　the　Euclidcan　spaccs．　The　common　parts　of　the　processes　are　de－

scribed　in　an　abstract　manner　so　that　the　flow　of　reasoning　may　become　clear．
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　　　It　should　bc　notcd　that　a　part　of　our　mcthods　originates　mostly　from　S，　Agmom’s

works，　cspecially　from〔1〕．　Furthermore，　the　abstract　part　of　our　theory　is　an　immediate

development　of　K．　Masuda’s　work〔6〕．　In〔6〕he　considered　the　diffcrential　equation　u一

μ（r）u十Ao（r）u十A，（r）u＝0（cf．（2．1）of　this　paper）．　He　gave　two　alternative　estimates　on　the

norm　of　u　at　infinity　by　calculating　the　derivative　of　the　function　F（r）＝」1酬2十（、4。（りu，の，

both　implying　well－known　rcsults　on　thc　absence　of　positivc　eigcnvaiues　of　thc　Schr6dingcr

operator．　He　also　dcalt　with　thc　more　general　equation（d／dr十、Bo（r））2u十B，（r）　du／dr十．40（r）u

十．41（r）u＝Oand　applied　it　to　seccond　order　clliptic　equations　with　variable　coefficients，

　　　Now，　let　M　be　an　n－dimensional　Riemannian　manif（）ld（n≧2）of　the　structure

　　　　　　M＝（r。，・・）×S・－1＝｛（r，ω）lrc（r。，。。），ωξSザ1｝

with　the　metric

　　　　　　ds2＝4〆＋ρ（r）24∫2

where　4∫is　thc　ordinary　linc　clement　of　n－l　dimcnsional　unit　sphcre　Sn－1　andρ（r）is　a　non－

negative　twice　continuously　differentiable　function．　Then，　the　Laplacc－Beltrami　operator　on

ルfis　cxpressed　as

　　　　　　△一，1－1£（・n－iS）・1・

where　A　is　that　on　Sn－1

　　　We　use　the　following　notations　throughout　this　paper：xdenotcs　thc　point　ofル1，　g（x）

is　a　measurable　real－valued　function＊　defined　on　ルf，　λ　is　a　positive　constant　and／（sc）　is

thc　rcaレvalucd　solution＊of　the　Schr6dinger　equation

　　　　　　－△f＋qf－　2f　　・n　M　　　　　　　　　　　　　　　　（0．1）
which　belongs　to　H21。c（M）and　does　not　vanish　identically　in　any　ncighbourhood　of　infi－

nity．　Morcovcr，　wc　dcnotc　by　a　topside　or　superior　dot　thc（ordinary　or　partial）deriva－

tive　with　respect　to　r　and　by　supcrior－l　the　reciprocal　numbcr．　Furthcr，　the　expression

“（r→OQ，　unif．）”should　be　read　as“uniformly　on　Sn－1　as　r→○○”．

　　§1．Theorems．

　　（A）　Main　theorem．

　　　In　what　f（）llows，　we　assume　n≧2unless　otherwise　is　stated．

　　Assumption　（ρ，0）．』ρEO2（〔ro，　oO〕）whileρ（r）is　monotone　increasing　and　diverging．

　　Assumption　（ρ，1）．　ρ一ip＝o（1），　P－ip’＝o（1）　　　（r→○○）．

　　Assumption　（ρ，1）．　gis　dccomposed　into　the　sum　of　two　bounded　and　continuous　func－

tions　g且and　g2　with　thc　properties

（i）　gi‘C1（M）and　there　exists　a　positivc　function　e（r）such

that

　　　　　　e（r）＝0（1）　（r→○○），

　　　　　　ei≦θ（r），4，≦ρ一iρ　e（r）　　　　（on　M）．

（ii）　　92＝0（ρ一ip）　　　　　（r→○○，　uni£）．

The・rem　1・Let　A∬umPti・η∫（ρ，0）（ρ，1）（9，1）be・・彦isfied．　F・r　an　arbitr・rl　P・sitive・・ns彦αη彦

ε，there　existαPosi彦ive　cons彦ant　O，αconstan彦Cand　an　rl（≧r。）such　that

＊With　little　modification，　we　can　treat　complex－valued　ones．

（

（2）
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　　　　　　　　　　　　　∫。。くK。lf（・）1髄c∫窪・（働・δ（R≧・1）

holds．（dx＝ρ（r）n－1嗣ωis　the　volume　element　of　M）．

　　Remark．　If　M　is　a　part　of　a　Euclidean　space（ρ（r）＝r），　this　theorem　almost　implies　the

results　of　T．　Kato〔5；Theorem　l　withμ＝0〕，　S．　Agmon〔2；Theorem　4〕and　F．　Odch〔9〕．

　　　We　like　to　know　how　the　conditions　are　writtcn　in　the　casc　of　a　surface　of　revolution

imbeddcd　in　Rn＋1．

　　Corollary．　Let　M　be　the　surface　obtained　b］rotating　the　9μρ乃　of　a　C2－function　t＝t（ρ）（ρ≧

ρo≧0）around　the　t－axis　in　Rn＋1。乞．　e．

　　　　　　　　　　　　　M＝（（t（ρ），ρω）ERn÷11ρ≧ρ。，ωESザ1）．

！f　t（ρ）・η4伽η嗣・・ntinu・US　real－valued　fun・ti・ns　gi（ρ，ω）and　q，（ρ，ω）∫α‘霞かthe　f・ll・wing

60nditions

holds，　where　dσ

（B）

　　　If　in　particular

tion

　　Assumption（ρ，2）．

　　Assumption（q，2），

e（r）　such　that

　　　　　　　　　　　　　e（r）＝o（1）　（r→・。），

　　　　　　　　　　　　　e≦e（r），d≦ρ一’ρe（r）　（onM）・

　　Theorem　2．、げn；2andゲ、4∬umψtion（ρ，0）（ρ，2）（g，2）are　5αあ卵64，彦henωθcan　find　pos－

itive　cons彦ants　O　andγ1（≧　ro）　such　thαt

　　　　　　　　　　　　　∫．。く．〈。1∫（・）i…≧礁・（働（・≧・1）

holds．

　　　The　following　corollary　may　arouse　our　spccial　interest，　because　we　find　there　very

weak　restrictions　on　the　shapc　of　a　surfacc　cxcept　for　thc　axial　symmetry　in　ordcr　to

guarantce　the　absencc　of　positive　cigcnvaluse　of　Schr6dinger－type　operators　qn　the　surface・

　　Corollary．　五etル1　be　the　tωo　dimensional　surface　ob彦ained　b）rotating　the　graph　ofαC2－function

t＝t（ρ）（ρE〔ρ。，○○）），ρ。≧Oaround　the　t－axis　in　R3．　IfαC1－func彦ion　g　is　boundedαηゴびthere

existsαPositiveノ初ηo‘foηe（ρ）　sucゐ〃～α’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T　．　　　　　　：・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

　　　　　　　　　　　〆〆！
（i）　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝o（1）　（ρ→。・），
　　　　　　　　（1＋〆2）3／2

（ii）　91　C　CI　and　there　exists　a　Positive　function　e（」O）such　that

　　　　　　　　　　　　　e（ρ）＝0（1）　（r→・・），

　　　　　　　　　　　　　91≦e（ρ），　　∂｛71／∂ρ≦ρ司6（ρ）　　　（0η　ルf），

（・ii）9・一・（，f，．〆2）（・一…un・f’），

then，ノfor　9＝｛11十92　and／brα復ア　ε＞0，ω6　canノ’ind　1りositive　constants　C　andρ1　（≧　ρo）　such　that

　　　　　　　　　　　　　／，。〈，く。1／（…）i・d・≧c／二・一・》1＋・（・）・d・（≧c・’一・）（・≧ρ1）

　　　　　　　　　　　　　is　the　surface　element．

　　　　　Two　dimensional　case；elimi皿at孟on　of　P．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝2，wc　can　remove　the　smallness　requirement　onρ（r）in　Assump－

　　　　（ρ，1）．Namely：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫寛・（・）’…一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　qcC1（M）and　g　is　bounded．　Moreover，　therc　is　a　positive　function
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　　　　　　　　　　　　　e（ρ）＝0（1）　　　（ρ→○○），

　　　　　　　　　　　　　9≦e（ρ），　∂9／∂ρ≦ρ一iρe（ρ）　　　（onM），

彦hen　there　exis彦Positizノθconstant∫Candρ1　such彦hat

　　　　　　　　　　　　　∫，．．，〉。げ（…）1・d・≧・Sf，ρ一・Vl＋・（，）…　（・≧ρ1）

holds・（彦he　second　member　being　≧　O　log　P）・Here　dσ　means　the　surface　element〔ゾル1．

（C）L、inear　lower　bound．

　　　Theεappearing　in　Theorem　I　can　be　removed　under　some　stronger　conditions．

S．Agmon〔2；Theorem　2〕and　T．　Kato〔5；Thcorcm　la〕showed　cstimates　of　the　type

　　　　　　　　　　　　　Sf、i／（瀬≧c・（R≧71）

in　the　case　when　M＝＝｛x　E、Rnl　lxl≧ro｝，ρ（r）＝r．　We　have　also　similar　results　as　fol－

10WS．

　　Assumption（ρ．3）．　There　exists　aδ＞Osuch　that

　　　　　　　　　　　　　ρ＝0（ρ1｝e），　戸；0（ρ一δρ）　　　（7→○○）．

　　A8sumption（g，3）．　g　is　decomposcd　into　the　sum　of　two　bounded　continuous　functions　g、

and　g2　with　the　properties

（i）9iEC’（M），ei≦cρ一δ，d，≦6ρ一トδP　（・nM），

（ii）　92＝0（ρ一1一δP）　　　（7→eo，　unif．）

fbr　some　O，δ＞O

　　Theorem　3．　Under、4∬umψtions（ρ，0）（ρ，3）（g，3），ωe　can　find　positive　constants　C　and　r、（≧

70）　with　which

　　　　　　　　　　　　　Sr。〈。く。lf（・）1・d・≧・R（R≧71）

ゐolds．

　　　In　thc　cascρ（r）＝r　and　M＝｛x　E　R・I　lx［≧ro｝，　Assumption（q，3）and　Theorem　3　imply

Agmon’s　result．　Next，　let　us　concern　ourselves　in　conditions　of　intcgral　typc．

　　Assumption（ρ，4）．ρ一ip　E　L2（r。，。o），　ρ一ip’‘Li（ro，　oO）．

　　Assumption（g．4）．4EO（M）and，　setting　q＊（り；sup、v，Rn－11g（r，ω）1，

we　have

（i）　 9＊ELi（（ro，　○○）），

（ii）1・m・・p・一・・》’ A｛ln－ll、ln－31ρ一ip＋〃i’P・一・［・P’・1　－r・・P－・e・｝＜・．

　　Theorem　4・　Under・4∬umPtions（ρ，0）（ρ，4）（9，4），ωe　can　find　Positive　cons彦ants　C　and　r、（≧

ro）プbrωhich　we　have

　　　　　　　　　　　　　∫。．．r〈。・1／（瀬≧CR　（R≧・1）・

　　　In　the　case　of　thc　Euclidean　spacesρ（r）＝r，　M＝（κER・11x1≧ro｝，　this　theorem　almost

corresponds　to　Kato，s　rcsult．

　Remark　Ifρis　positive　or　negative　definite，　thcn　the　fa　ct　ρ一ip　∈L2（（re，　Q。））　and

Assumpti・n．（・・1）implyρ一1ρd1（（・・，・・））・bcca・・e・h・i…g・a・i・・by　p・・ts　sh・w・

　　　　　　　　　　　　　∫二。．祭3ds－1紹一1統1＋∫二。18；ゴ・・

whileρ（r）－1戸（り→0．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
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　　§2．Abstract　differential　equation．

　　　　In　order　to　carry　out　the　proofs　systematically，　we　prefer　to　describc　the　process　of　esti－

mation　in　an　abstract　manner．　That　is，　we　intcrprct（0．1）as　an　equation　for　a　vcctor－valued

function　and　closely　examine　a　subsidiary　function　to　obtain　the　estimate　of　the　solution．

　　　　Let　H　be　a　Hilbert　space　and　Do　its　linear　subsct．　Ao＝Ao（r）　and　A1＝A，（r）　are　as－

sumed　to　be　linear　operators　defincd　f（）r　cach　value　of　r．　Further，　wc　assume　that　fbr　each

value　of　r　thc　domains　of　A。（r）and　A，（r）contain　Do．　We　denote　in　the　scquel　by（，）and

II「l　thc　inner　product　and　the　norm　of　H　respcctively，　and　by　a　dot　the　derivative　with

respect　to　r．　Moreover，　instead　of　writing　as“for　almost　every　r≧ro”，　we　say　simply“（r

≧r。）”．

　　　　Wc　shall　considcr　a　differential　equation　in　H　and　want　to　get　the　estimate　ofthe　norm

of　the　solution．　To　this　cnd，　let　us　state　sevcral　conditions　and　definitions．

　　Conditio皿0．

（i）　（・4。（r）v，ω）＝（v，Ao（r）ω）for　every　v，ωEDo．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．（ii）　For　each　v　E　Do，　A。（r）vis　strongly　differentiable　at　almost　every　r（being　Ao（r）vits

　　　　derivative）．

　　Definition　1．　Let　P（r），　a（r）and　9（r）＞Obc　real－valucd　C2－functions．　For　every　v　E　D。

andwcH，wcset
　　　　　　B（v，ω）一（｛（gA。）’＋P9（A。＋A，）＋（αの’｝v，の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十（ψ一P9）11ωll2十（｛2ag－2gA，一（PP）’｝v，ω）

　　Condition　1．　Thcre　exist　a　nonnegativc　functionψand　a　numbcr　r2（≧r。）such　that

（・）∫駕ψ（r）・dr－・・，

（i　i）　　　B（V，　ω）≧　　 ψIFV」「2　　　　　　　　（r≧r2）

　　　　　　fbrcveryvEDo，ω∈H．

　　Conditio皿2．　We　can　find　a　nonncgative　functionう（r）and　a　number　r2（≧7。）＊such　that

f（）ran　arbitraryび‘Do，

（i）　 （｛α（7）－A1（7）｝V，　V）　≧－b（r）llVII2　　　　（γ≧γ2），

（・i）∫r，〆・…（肋く・・，where・（・）－／ρ（肋・

Condition　3．　Let　K　be　an　arbitrary　positive　constant　and　put

　　　　　　　　　　　ζ（・）一∫場／r・（・）・xp｛－K∫二e’P‘・’　・・｝・・d・・

Then　we　have

limR→。。ζ（R）＝。○， limR＿。。e－P（R）ζ（R）＝。。．

　　Condition　4．　There　exist　a　number　r2　and　a　functionη（r）E

cvery　v∈D。　andω6H，
　　　　　　　　　　　　　B（V，ω）≧　η（r）　ψ｛jl乙vM2十（∠40V，　V）－P（V，ω）十aHv「r2｝

holds．

Liloc（（r2，　Qo））　such　that　for

（r≧r，）

＊We　can　choose　the　same　value　of　r2　as　in　Condition　1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Asymptotic　behavior　of　eigenfvnctions

　　Condition　4t．　Therc　cxist　a　number　r，　and　a　function　Z（r）ELi（（r2，00））such　that　for

anyv∈DoandωEH，
　　　　　　　　　　　　β（V，ω）≧（φ一9X）臼「副2＋（A。V，　V）－P（V，ω）＋allvl12｝　（r≧7，）

holds。

　　　Now　we　consider　the　following　differential　equation　in　H：

　　　　　　　　　　　　窃十∠40（7）μ十A，（r）u＝0，

and　study　the　solution　u（r）which　does　not　vanish　identically　in　any　heighbourhood　of　in－

finity．　Wc　mcan　by‘‘u　is　the　solution，’that（i）u（r）cD。　a．　c．，（ii）u（r）　cxists　a．　e．　jn　the

strong　sense　belonging　to五21・c（（r。，・・）；H）and　enjoying（2．1），（iii）u，　ab　are　the　indcfinite
　

1ntegrals　of　zZ，　di　respectively　in　the　strong　scnse，（iv）　（Ao（r）u，　u）　is　absolutely　continuous　and

・a…fi・・瑳（A・u，の一（A・u，・・）・2R・（A。u，…）・．・．

　　Definition　2．　For　the　solution　u，　we　set

　　　　　　　　　　　　F（・）－ir副2＋（A。u，の一ヵ＠，の＋α　「・　2，

whcreヵ（r）andα（r）are　the　the　functions　appearing　ih　Definition　l．（Note　that　F（r）is　an

absolutely　continuous　fUnction）。

　　　We　are　now　in　a　position　to　describe　scveral　estimates　f（）r　F（r）and　u（r）．

Lemma　1．！f　C・nditi・n　O・・ゴlare・ati・fi・d，ω・厩

　　　　　　　　　　　　（pF）曾＝B（u，の≧sb1［uPF2　（7≧r，）。

　　Pmof．　Differentiating　gF　by　7　and　considcring（2．1），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　（～ρF）’＝～o｛2（銘一y∠40u，　z≧）→一（A．ou，　zの｝一｝一ψ｛liCkil2十（∠40u，　zの｝

　　　　　　　　　　　　　　一（1）9）’（u，　zZ）－1）y）1lzZli2一力～ρ（寵，　tの十2α～o（u，　Ck）十（α～ρ）¶uii2

　　　　　　　　　　　　　　　　＝－2～ρ（A，u，　ab）一ト（｛（～o∠40）’十（ag））’｝u，　tの一ト（ψ一メ）9））Pizzp12

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ト｛2ag－（メ）～ρ）°｝（u，　z≧）一トP～o（（∠40一ト∠正1）u，　zの

　　　　　　　　　　　　　　　　＝（｛（1ρ∠IO）’十P9（Ao一ト∠41）十（aψ）’｝U，の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　十（ψ一力～o）　liuii2十（｛2α～ρ一29）∠41－（カ～ρ）つu，　u）

　　　　　　　　　　　　　　　　＝B（u，の．

Therefbre，　by　Condition　l，　we　obtain

　　　　　　　　　　　　（gF）°≧ψ「「uM2．　　　　‘

　　Lemma　2．　乙「n（der　Conditions　O，1，2and　3，ωe　can．findαηr、（≧72）such　that

　　　　　　　　　　　　F（r3）＞0．

　　Proof・SupPose　by　way　of　contradiction　that　F（り≦Of（）r　almost　every　r（≧r2）．　Then，
　サ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

smce　F　and　F　belong　to　L11。c（（r。，○○）），　it　f（）llows　from　Lemma　l　that

　　　　　　　　　　　　　－・（・）F（・）一一・（・）F（・）・∫二＠（・）F（・））…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧∫二ψ（・）H・（・）ll・　d・・

The　last　member　is　an　increasing　function　of　t，　whilc　the　first　onc　does　not　depend　on　t．

Hence，　letting　t→○○，　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　－・（・）・F（・）≧∫二ψ（・）llu（・）ii・d・

together　with　the　finiteness　of　the　right　member．

　　　　Now，　let　I　be　an　intcrval　in　which　uのdocs　not　vanish，　and　f（）r　r∈1，　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）
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　　　　　　　　　　　　9（r）＝logFIU（r）i　2．

Then，

　　　　　　　　　　　　9＝2（u，u）／Mu］i2，

　　　　　　　　　　　　9＝｛2（di，　u）十2！FzZ”2｝／11ulr2－4（zb，　u）2／Flu）14，

and　thc　Schwarz　inequlity　shows

　　　　　　　　　　　　9≧｛2（di，　tの一2iltZ112｝／lluli2

　　　　　　　　　　　　　　＝－2e｝σ｛F十P（z≧，　tの一alluil2－｝一（∠4，u，　zの｝

　　　　　　　　　　　　　　＝一一・　2e一σF－pg十2a－2e－9（A，u，　u）．

Hencc，

　　　　　　　　　　　　（ePg）’＝eP（9＋P9）

　　　　　　　　　　　　　　　　≧－2eP一σF十2eP｛α一（∠4，u，　tの／！1㍑．「2｝．

Thercfore，　from　Condition　2　and　thc　assumption　F≦0，　we　sec

　　　　　　　　　　　　（ePg）°≧－2ePb，

and　hencc，　thcrc　exists　a　positive　constantノ（such　that

　　　　　　　　　　　　e・・t・9（の≧e・…）9（・・）一・∫1、e・…b（・）d・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧－K

holds．　Consequently，　wc　obtain

　　　　　　　　　　　　・（・）一・（r）≧K∫二e－P・t・dt・

Since　the　right－hand　side　is　finite　fbr　any　s＞r＞r。，　9（s）　never　goes　to　－oO　at　a　finite　s．

That　mcans

　　　　　　　　　　　　u（r）≠O　throughout　thc　interval（r2，　QO）．

Moreover，　from（2．2）and（2．3）we　have

　　　　　　　　　　　　（…r・9（・））・≧鵠’rψ（・）e…”…1・・＋・・mm・bl・fu・・・…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧鵠’∫7ψ（・）・xp←K∫1・”p‘t’dりds・・umm・bl・fu・・…n

which　yields

　　　　　　　　　　　　〆…9（R）≧・／頴碁∫▽ψ（』）・・p（－K∫二・一・・吻磁…n…

　　　　　　　　　　　　　　　　＝2ζ（R）÷const．

Thercfore，　Condition　3　shows

　　　　　　　　　　　　9（R）＝e－P（R）（2ζ（R）＋－const．）≧e－P（R）ζ（R）→oo　　　　　（・R→QO），

and　hence
　　　　　　　　　　　　l「u（r）1トe・‘rソ2→・。　　（r→・・），

which　contradicts　thc　fact　that

　　　　　　　　　　　　∫r，ψ（・）Flu（・）11・d・〈・・whil・∫寛ψ（・）d・一…

as　werc　f（）und　in（2．2）and　Condition　l．　Thus，　Lcmma　2　is　establishcd．

　　1」emma　3．　under　Condition　O，1，2and　3，ωe　canプ’indαpositive　constαnt　C　satisf］in8

　　　　　　　　　　　　F（r）≧Cg（r）－1　　　　（r≧r3）．

　　PrOOf．　Lemma　l　ShOwS　（gF）’≧O　f（）r　r≧r2．　Theref（）re，　g＞O　and　F（r3）＞0　（by　Lemma

2）givc

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）
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　　　　　　　　　　　　　lρ（r）F（7）≧9（73）F（73）＝C＞0。

　　Lemma　4．　Under　Conditions　O，1，2，3and　4，　there　existsαpositive　cons彦ant　C　such彦hat

　　　　　　　　　　　　　F（・）≧C・（・）－lc・p｛∫・（・）・（・）－1ψ（・）姻　（・≧・、）

holds．　　Inメ）ar彦iculαr，　ゲ　η（r）　is　α　con5tan彦　η，　ω6　have

　　　　　　　　　　　　　F（r）≧C～o（r）η一1　　　（r≧r3），

　　Proof．　Since　Condition　4　rcads

　　　　　　　　　　　　　（～oF）’≧ηφF＝η～ρ皿1ψ（～017），

the　fa　ct　that　g（r）F（r）＞0　（7≧γ3）　（by　Lemma　2）shows

　　　　　　　　　　　　　・（・）F（・）≧・（・・）F（r・）・xp｛∫二、η（・）・（・）一φ（・）・・｝（r≧r、）・

　　L・eMma　4t・Under　O・nditi・η50，1，2，3　and　4ノ，ωe　cαn・find・P・sitive　c・n・彦傭0・u・h　th・t

　　　　　　　　　　　　　F（r）≧C　　　　（r≧73）．

　　Proof．　Condition　4／means　just

　　　　　　　　　　　　　（St，」F）°≧（～グ1φ一Z）gF，

by　Lemma　l．　Hcncc，負℃m　Lemma　2　it　fbllows　that

　　　　　　　　　　　　（gF）　1（gF）’≧9M’¢－z

f（）rr≧73．　Integrating　both　sidcs　from　73　toγ，　wc噛obtain

　　　　　　　　　　　　F（・）≧F（r・）・・p←∫1、・（・）・・｝≧・，

which　proves　Lemma　4ノ．

　　　We　thus　have　had　cstimates　fbr　F（r），　but　our　final　need　is　those　for　the　solution雄）．

To　this　cnd，　we　notc　a　lcmma　which　is　a　modification　of　Lemma　20f　Agmon〔2〕．　Let　us

choose　a　C2－function　σR（プ）　possessing　the　fbllowing　properties　where　r、（≧r3）　is　chosen

arbitrarily：

（i）　0≦σR（r）≦1　　　　（ro≦r＜○○），

（ii）　aR（r）＝0　　　　（ro≦r≦r4），

（iii）　　σR（r）＝1　　　　（r4十1≦r≦R－1），

（iv）σ（r）＝0　　（R≦7），

（v）　thc　valuc　ofσR（r）　does　not　depend　on　R　in　the　interval　ro≦r≦r、十1，

（vi）　in　the　intcrval　」R－1　≦　r　≦　1～，　the　graph　ofσR（7）　does　not　changc　its　shape　but　fbr

translation．（Note　that　sup．。＜。＜R　IδE【does　not　depend　on　R）．

　　　　　With　this　functionσR（r），　we　claim

L・mm・5・if　C・nditi・n　O　i・　s・ti・fi・d・　u・・〃・吻彦ゐe　f・〃・wi・g　i・・gu吻ωith・ert・i・　P・sitive

constants　C1，　C，，0、　and　C、．

　　　　　　　　　　　　∫f，　・・i「・1階

　　　　　　　　　　　　　　＋Sf，・・｛・・P・Muli・＋…II酬・・C，（A。・，の・α（A、　u，の｝dr

　　　　　　　　　　　　　≧∫f，・RFdr・

Proof．　The　integration　by　parts　and　the　cquation（2．1）show

　　　　　　　　　　　　　　l∫二酬・dr－1∫児・藩II・［・dr

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一∫f，・・｛11・・ll・＋（di，の｝dr

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－∫f，・・｛1國1・一（A・U・　・）一（・1切｝dr・

Therefore，

　　　　　　　　　　　　∫f，・Ril・・rF・dr－∫1，｛1酬・1」・＋・・（A・U，・・）…（A・　U，　U）／　dr・

On　the　other　hand，　F＝1國12一ヵ⑫，　u）十α1剛2十（Ao　u，　u）　implies

　　　　　　　　　　　　F≦1國肺ll・＋lp・ll・ll・＋・Uull・＋（A・U，・・）・

Hence，　by（2．4）we　have

　　　　　　　　　　　　∫f，・R・Fdr≦・∫糧・鋼・＋・・（A・u，の＋・・（・，　u，・）｝dr

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・∫f，・腸州・＋・；iu「「・＋（A・U，の｝dr

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－∫1，　…lrurl2dr＋Sf，・・｛tp・ii・H…W

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋3（A・u，・・）一ト2（A，u，　u）｝dr・

（2．4）

Thus　the　lemma　is　established．

　§3，Proofs　of　the　theorems．

　　　In　every　CaSe，　We　may　Set

　　　　　　　　　　　　9＝9i＋92．

（For　example，　wc　consider　as　g2＝O　in　Theorem　2，　ctc．）．　If　we　put

　　　　　　　　　　　　u＝u（x）＝u（r，ω）＝ρ（ガD／2．ブ（x）

f（）rthc　solution　f（x）of　（0．1），　a　straightforward　calculation　shows　that　u　satisfics

　　　，　　　ti＋P”2Au＋（2－9）u－nlρ一2P2u－n、ρ”p’　u－O，　　　　　　　　　（3．1）

on　M，　where　a　dot　stands　for∂／∂r　and

　　　　　　　　　　　　n・一（卜1誉圃一・一i’・

　　　Now，　let

　　　　　　　　　　　　H－・・（・－1）w・・h（v，・）一∫、n－1v（・）・（・）d・・

and　set

　　　　　　　　　　　　Do＝H2（Sn’1）．

Our　aim　is　to　reduce　the　problems　to　the　abstract　theory　describcd　in§2．　At　first，　wc　note

that　the　fa　ct／EH21。c（M）implies　that　u（r）satisfies　thc　conditions（i）～（iii）on　the　solu－

tion．

　　　　Ifwc　set

　　　　　　　　　　　　　．40＝ρ一2A十λ一g、　　with　D（、40）＝Do，　　　　　「　　　　　　　　　　（3．2）

　　　　　　　　　　　　　∠41＝－g2－nlρ一2p2－n2ρ一ip’　　with　D（、4，）＝H，

then　Condition　O　and　the　condition（iv）on　the　solution　is　trivial　and（3．1）is　rcwritten　as

　　　　　　　　　　　　　dr’＋・4。u＋A、u　・＝O，

where　u＝u（r，・）is　thc　solution　in　the　sense　of§2．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）
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　　　F・rthe　pr・of・f　the　thc・rems，　we　ch・ose　as

　　　　　　　　　　　　～o（r）＝一ρ（r）α，　　　カ（r）＝βρ（7）－ip（r）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．3）

whereαandβare　constants　chosen　appropriately　in　each　case．（In　fact，ヵ（r）is　sct　to　bc　O

so　far　as　this　paper　is　concerncd．　But　wc　prefer　to　lcaveヵ（r）fbr　general　conveniencc）．

The　function　a（りshould　also　be　determined　later．　By　substituting　these　functions　into　thc

definition　of　B（v，ω），　one　immediately　vcrifies　the　fbllowing　formula．

　　Proposition　1．

　　　　　　　　　　　　B（v：ω）＝（｛（αヨーβ一2）ρα一3PA十（α十β）ρα一1P（λ一9且）一ρα（i、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一βρα一’ρ（a2＋n，ρM2ρ2－｝－n2ρ一’，b’）＋（ραα）・｝V，　V）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（α一β）ραm’prrωP12

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十ρα（｛2α十292十（2ni一β（α一1））ρ一2ρ2一ト（2n2一β）ρ一ip’｝v，ω）．

　　　Although　the　choices　ofα，β，ヵ（りand　a（りwill　be　differcnt　by　each　theorem，　we　shall

extensively　choose　as

　　　　　　　　　　　　ψ（り＝const．ρ（りα一ip（r）

which，　as　we　now　show，　reahzcs　Condition　3　by　itsel£

　Proposition　2．　Ifα〉β　and　if．4∬umption（ρ，0）　is　5α‘ぎ卵8ゴ，彦hen　Condition　3　apψliesωi彦h

ψ＝const．ρ一’ρ．

　Proof・　Since　ep〔γ）＝ρ（りβ，　wc　sec　that

　　　　　　　　　　　　・・n・t・ζ（R）一∫1，・（・）・　・∫ll・（・）・－iρ（・）・xp←KS二・（・）一…｝・d・dr・

・・tt・・9　Q（・）一∫1。ρ（・）一・dt　w・hav・

　　　　　　　　　　　　・・n…ζ（R）一∫f，・（・）・一・；°・（の・一・P（・）・xp｛－K（Q（・）－Q（r）働

　　　　　　　　　　　　　　　　　≧∫fe・（・）・－1ρ（・）・一一二。ρ（・）・一・6…燃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一∫f，・（・）・－1ρ（・）・一・Q…二。ρω・β一・ρ（岬・…d・ds

〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　〉｛

H．ence，　ifβ＜α，

　　　　　　　　　　　　limR－。。ζ（r）＝。・，

Thus，　Proposition　2　is　proved．

　　　　　　　　　　　∫

　　　　　　　　　　　　　　　∫

　　　　　　　　　　　　　　　∫

∫」。ρ（s）・・－1ρ（s）・一・・…∫1。ρ（r）一・・…r・　d・ds（・f　2β≦・）

・・n・t・　／f，・（s）・’・ρ（s）・一・・…∫i。ρ（r）一・・…r・d・d・（・・2β≧・）

・…t・
轤?C・（・）・・一・ρ（S）（1－・一・q…）d・

・・n・t・
轤?C・（・）・｝・p（S）（1－・一・・…）d・

COnSt。ρ（R）2P十COnSt，

const。ρ（r）α十const．

limR→。。e－P〔R）ζ（R）＝limR＿。。ρ（R）一βζ（R）＝。・．

（10）
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　Proof　of　Therem　1．　Lct　us　fix　an　arbitrary（small）ε＞Oand　put

　　　　　　　　　　　　α＝ε，β＝0，a（r）＝ε2へ／　λ　ρ一1P

and　substitute　them　into　Proposition　l　which　reads

　　　　　　　　　　　　・（・，・）一（・ρ・－IP｛1（・一・）ρ一・A＋・†i・〃－id，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋・V・〔（・－1）ρ一iρ＋P－rp〕｝V，の・・i・・－1酬・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（2・ρ・一・ρ・｛・V－7一＋⊥ρP－・9、＋nlρ一1P＋n・P－・P’｝，，・w　　　　　　　　　ε　　　　　　　　ε　　　　　　　ε）　（…）

　　　Now，　considering　Assumptions（ρ，1）（g，1），　we　can　find　an　r2　such　that　cach　of　the

f（）llOwing　inCqUal量tiCS

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　．
　　　　　　　　　　　　9i≦・λ，、ρ〃一’9≦・λ・（ε一1）ρ一1ρ＋ρ一1戸≧一λ

　　　　　　　　　　　　　　1・ρ一11・・i≦ε㌔λ，1㌣1ρ一1ρ≦ε㌔λ，？’i

holds　for　r≧72，　Thcn，　wc　observe　in　virtuc　of（！d．v，　z，）≦O　that

　　　　　　　　　　　　thc　first　inncr　product　≧ερ‘－1ρ（1－3ε）λllη…r2，

　　　　　　　　　　　　the　last　inner　product　≧一ερ‘－ip・2ε（iiω：［2＋λ：lvi「2）

εv　λ

　　3

（3．5）

P－’回≦

where　we　have　used　the　inequality　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　211vl「［lwli　≦　」1ω1「2／～／　λ　＋～／　λ　　iivi12．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．6）

Theref（）re，

　　　　　　　　　　　　B（w，w）≧εS）ε一1P（1－5ε）（「！zvli2＋λ！［o1「2）　　（r≧r，）

that　is，　Condition　l　holds　with　g　＝　const．　ioεrlp．　Next，　being

　　　　　　　　　　　　。－A，一，ρ一・p（、V　2＋1ρβ一19，＋1，1ρ一ip＋1。、P－1の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε　　　　　　　　　　　　ε　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε

　　　　　　　　　　　　　≧・ρ「ρ（・v　・・晶・一一1・v2－1・v・）一・

in　virtuc　of（3．5），　Condition　2　is　satisficd　by　choosing　b＝0．

Condition　3　was　already　shown（Proposition　2）．　Hcncc，　by　dint　of　Lemma　3，　we　can　con－

clude　that

　　　　　　　　　　　　F（r）≧0ρ（r）一ε　　（r≧r、）．

　　　　Now，　Lemma　5　and（3．2）show　that

　　　　　　　　　　　　　・up・。くr〈・｛國＋・・σ・（・＋［・・D・・…］e・1｝∫二II・1階

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧c∫f，・・F（肋・

But　we　know　that　supl伽【and　supσR　do　not　depend　on　R．　Hence　we　have

　　　　　　　・∫．R，　ll・11・dr≧・…t・∫二；I　F（r）・dr≧・…t・∫員二1・（r）一・dr

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧c∫1，・（r）一・κ

for　somc　C　and　C，　On　the　othcr　hand，　from　u＝ρ〔n－1ソ2，　we　have

　　　　　　　　　　　　　∫r．．r〈。1／（・）i・d・一∫1。∫sn－・［f［・ρ・’1d・dr－∫1，i「1・11・d・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）
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This　provcs　thc　thcorem．

Proof　of　Corollary　to　Theorem　1．　Put

　　　　　　　　　　　　　・一．v・＋・（・）・d・・

Thenうris　thc　length　along　the　meridian　which　corrcsponds　to　the　r　in　Theorem　l．

operation∂／∂r，　dcnotcd　by　a　dot，　is　cqual　toρ∂／∂ρ．　Therefbre，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆

　　　　　　　　　　　　　P－Vt＋t・2・1＝P〆＝》1＋〆2

　　　　　　　　　　　　　P－・ρ一湯＋一・〆！（1＋〆2）　2・

From　these　f（）rmulas　and　thc　assumption（i）it　follows　that

　　　　　　　　　　　　　O≦P≦1，　ρ一iざ｝＝U（ρ一1）．　戸一1β＝o（1）。

On　thc　othcr　hand，　writing　e（ρ）as　e（r），　we　have

　　　　　　　　　　　　　4，＝P∂e1／∂ρ≦ρ一’Pe（r），

　　　　　　　　　　　　　ρグ19，＝ρ》1＋〆29、＝・（1）．

Hence　from　Theorem　l（lctting　r＝．R　whcnρ＝P），　we　have

　　　　　　　　　　　　　∫r．．r〈。1！（・）i≧・∫漸み　（R≧rl　一・（ρ1））

（ρ1being　some　constant≧ρo）．　Consequently，

　　　　　　　　　　　　　∫，。〈，く．・lf（…）1・d・≧・∫二ρ一・Vl＋・（・）2　d・　（・≧・1）・

which　proves　Corollary．

　　Proof　of　Theorem　2・Wc　introducc　a　variableτby

　　　　　　　　　　　　　・一二。ρ（・）一・d・，　　　・

and　set　u；f．　Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　寵十！fπ十ρ2（λ一9）u＝0　　　　　（0＜τ＜○○）

whcre　the　dot　mcans　d／d．．＊

　　　　1」et　us　now　set

　　　　　　　　　　　　　A。－A＋λρ2一ρ2q，　A，－0，

　　　　　　　　　　　　　1ρ（r）＝1，　P（r）＝0，　a（7）＝0，

and　substitute　them　into　Definition　l　in§2，　Thcn　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　B（V，ω）＝（AoV，の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一2ρρ（・†1・P’・4）li・ll・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧2ρP（λ一ε）livtr2

by　Assumption（q，2）．　Hence，　Condition　l　applies　with

　　　　　　　　　　　　　ψ（τ）＝2（λ一ε）ρ（τ）P（τ）．

Condition　2　is　trivial　with　b＝0．　Condition　3．is　a　conclusion　of

　　　　　　　　　　　　　ζ（T）一∫lr・・n・t・ρ（・）ρ（・）e－一・d・d・

The

＊　Ifn≠2， it　seems　difficult　to　findτincreasing　till　infinity　and　u　satisfying　an　cquation　free　of　P　and　P’．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　≧∫1・・n・…（・）ρ（・）e－・・∫：e・・d・

　　　　　　　　　　　　　　　　→・。　　（T→・。）．

Hence，　it　fbllows　from　Lemma　3　that

　　　　　　　　　　　　F（τ）≧ac　　（τ≧πτ、）

where　F（τ）＝1剛2十（Ae　u，の．　Thcrcfore，　one　obscrves　from　Lemma　5　that

　　　　　　　　　　　　！1・・il・n・d・＋・・！1・・（（・－g）a，・・）・・d・≧Sf　，Fd・

fbr　someτ4．（Wc　write　asσT　instcad　ofσR）．　Hence，

　　　　　　　　　　　　・・（・＋・up・く・〈・19（・）i・・UPT－1〈・〈・，1痒）∫l　i「ui［2ρ2d・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧CT－const．

w…hl・ad・…h・d…rcd…q・・li・ybyp・tt・・g　T－∫f，・（r）－idr・becau・e　d・一・（r）一’d・・d・

＝・ ﾏ（r）drdω．　Thcorem　2　is　thus　established．

　Proof　of　Corollary　to　Theorem　2．　Putting

　　　　　　　　　　　　　・一∫；。》1＋・（・）・…R－∫；，》1＋・（・）2・・

and　writing　ρ＝ρ（r），　we　have　ρρ一id＝ρ∂a／∂ρ≦e（ρ）besides

　　　　　　　　　　　　Sl，・（澱一∫1。V’＋1（’）2d・≧・1・gP－…

Thus，　writing　as　e（r）＝＝・e（ρ），　we　affirm　Assumption（q，2）．　Accordingly，　Theorem　2　shows

f（）rP≧ρ1　that

　　　　　　　　　　　　∫，．．，〈，・lf（・，・）［・　da－∫r。くr〈。　lf（・）i2　dx

・　　　　　≧・∫。。・（・）’・dr

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－・∫；。ρ一Vl＋・（・）2…

which　Ptoves　the　corollary・

　Proof　of　Theorem　3．　Put　9　・ρ（i．　e．α＝1），　P＝0（i・e・β＝0）and　a＝0・Further，　lct　q＋，　q＿

be　the　positive　and　the　negative　parts　of　qt　respectively・Thcn・from　Proposition　l　and　As・

sumptions（ρ，3）（e，3），　we　obscrve　fbr　sufficicntly　large　r　that

　　　　　　　　　　　　B（・，W）≧P（（ρ一2∠＋Z＋q－－q．一ρP“1q，）V，の＋ρ：1ωil2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十2P（（ρP－ig2十n，ρ一ip十n2P－ip’）v，ω）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧P（（R十q＿－cλρ一δ）v，　v）十Pl［ω112－2c～／λ　ρ一δ1「vlll「ω1［

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧P（（λ十17＿－2cλρ一δ）v，　v）十戸（1－cρ一δ））liw］12

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧（1－2cρ一δ）ρ｛1「wi12十（（λ十9＿）v，　v）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧（1－2cρ一δ）P｛」「tvl！2一トρ一2（／lv，　v）十（（2－9i）zノ，　v）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－P（v，w）＋小12｝・

These　calculations　show　that　Condition　l　is　fulfiled　withψ＝const。ρ　and　Condition　4　with

η＝1－2cρ一fi，　Condition　2　is　a　consequence　of　the　summability　of．41＝－q2－n1ρ一2p2－n2ρ一1ρ

＝0（ρ一1－op）．　Condition　3　was　already　shown．　Hence，　we　can　apply　Lcmma　40btaining

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Asymptotic　behavior　of　eigenfunctions

　　　　　　　　　　　　　　F（・）…n…ρ（・）－1e・p｛／二（1－・・ρ（・）一・）・（・）－ip（鯛

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝const．　exp｛一ρ（ア）一δ｝≧0＞0　　　　　（r≧r3）

by　an　appropriate　choice　of　O，　Accordingly，　Lcmma　5　yields

　　　　　　　　　　　　　　∫蒐；1酬・dr≧・・（・≧・・1）

as　before，　which　leads　to　thc　desired　inequality．　Proof　is　completed．

　　Proof　of　Theorem　4．　Setα＝2，β＝O，　go＝g、＝0，　e2　＝q，α＝O　and　substitute　thcm　into

Proposition　l．　Then　we　havc

　　　　　　　　　　　　　　B（v，ω）＝2‘op2i「z川2十2ρPl「w｝r2－｛－2ρ2（｛q十n1ρ一2P2十n2ρ一i　P－｝v，ω）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧2ρρ（ilω．i2＋えM2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－2ρP（ρPVig＊十lnllρ一1ρ十ln2iP一11戸Dllλ1／4VlilR－1！4wll

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧2ρP（：lwl12十λ，lvil2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一「9＊判ρ弓州η・；ρ一’回・ρ個2＋・M2）・

Hence，　from（ii）of　Assumption（q，4），　it　fbllows　that

　　　　　　　　　　　　　　　B（v，ω）≧0ρρ；國2，

which　implies　Condition　I．　On　thc　other　hand，　from　Ao＝ρ一2A十λ　and　カ＝α＝0，　we　see

that

　　　　　　　　　　　　　　　B（v，ω）≧｛2ρρ一ρ2（9＊一｝－lnl［ρ一2P2十ln21ρ一刊ρD／～／　λ　｝×

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×（1団2＋（A。v，の一P（v，ω）＋allu“2），

Hencc，　fi・om　Assumptions（ρ，4）（g，4）we　have

　　　　　　　　　　　　　　　Zω≡（q＊＋囮ρ一2P2＋圏ρ一11戸D／》λ　E　L’（（γ。，。・））・

Consequently，　we　can　apPly　Lemma　4！obtaining
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
　　　　　　　　　　　　　　　F（r）≧C　　　（r≧r3）．　　　　　　　　v

which，　by　virtue　of　Lemma　5，　implies

　　　　　　　　　　　　　　　∫1，　ii・n・dr≧CR　（・≧・・，）・

This　is　nothing　but　the　desired　inequality．　Theorem　4　is　proved．
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