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O－・99 Energy　Bands　of　the　Frenkel　Excitons　in

Complex　Crystal　Lattices　and　tlle　Effect

of．Medium　on　Exciton　Energies

Akio　HONMA＊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　　The　Frankel　excitons　in　crystal　lattices　containing　several　kinds　of　atoms（or　molecules）per　unit　cell

are　investigated　theoretically　in　the　representation　of　s㏄ond　quantization．　　The　crystal　Hamiltonian　is

expressed　as　the　sum　of　the　quadratic　terms　in　the　Bose　operators　suitable　for　describing重he　creation　and

annihilation　of　el㏄tronic　excitations　of　an　atom．　The　pr㏄edure　f（πdiagonalizing　the　crystal　Halniltonian

and　the　method　of　calculating　the　energy　bands　of　excitons　are　shown　in　detail．　The　result　obtained

corresponds　to　the　generalization　of　the　existing　theory　for　Frenkel，s　excitons．　By　making　use　of　this　result，

the　microscQpic　theory　for　dielectric　constant　tensor　of　crystal　is　developed　on　the　assumption　of　long・

wavelength　excitons，　Finally　the　Frenkel　excitons　in　a　medium　instead　of　vacuum　are　discussed　from　a

microscopic　point　of　view　and　it　is　found　that　the　effective　dipole－d三pole　interact三〇n　between　the　atoms

responsible　for　excitons　is　expressible　in　terms　of　the　dielectric　constant　tensor　of　the　Inedium　obtained

from　the　microscopic　theory．

　　　　§1．　Introduction

　　　　Existing　theory　of　FrenkePs　exciton　is　applicable　to　crystals　consisting　of　the　same　kind　of　atoms（or

molecules）．1’2β）Molecular　crystals　such　as　the　crystalline　anthracene，　naphthacene　and　so　on　are　ap－

propriate　for　the　apPlication　of　the　theory．　Ironic　crystals　contain　at　least　two　different　kinds　of　atoms

forming　their　own　Iattices，　i．e．，　the　sublattices，　each　of　which　is　composed　of　the　same　kind　of　atoms．　In

discussing　the　exciton　in　one　sublattice　by　the　exiミting　theory，　it　is　usual　to　regard　all　oher　sublattices　as

the　medium　having　a　dielectric　constant．3・4・5｝However　this　procedure　is　only　phenomenological，　so　that

the　development　of　the　exciton　theory　taking　account　of　all　the　Coulomb　interactions　between　sublattices

from　a　microscopic　point　of　view　is　desirable．

　　　　In　this　paper　the　Frankel　excitons　in　crystal　lattices　containing　several　kinds　of　atoms　per　unit

cell　are　investigated　theoretically　in　the　representation　of　second　quantization．　In　this　representation，　the

creation　and　annihilation　of　electronic　excitations　of　an　atom　are　described　by　the　corresponding　opera－

tors　satisfying　the　commutation　relations　for　bosons，　and　the　crystal　Hamiltonian　includ…ng　all　the　Cou－

lomb　interactions　between　atoms　is　expressed　as　a　sum　of　the　quadratic　terms　in　these　operators．　The

procedure　for　diagonalizing　the　crystal　Hamilton童an　and　the　method　for　calculating　the　energy　bands

of　excitons　are　shown　in　the　main　part　of§2．　The　rema量ning　part　of　this　section　dea丑s　with　the　trans三一

tion　dipole　moments　of　excitons　and　the　macroscopic　polarization　and　electric且eld　which　arise　from　the

distribution　of　the　transition　dipole　moments．　By　making　use　of　the　results　obtained　in§2，　the　general

expression　for　the　dielectric　constant　tensor　of　the　crystal　due　to　the　presence　of　exciton　states　is　derived

in§30n　the　assumption　that　the　wavelengths　of　excitons　are　verア】ong　as　compared　w三th　a　lattice

constant．
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　　　　When　one　considers　the　case　where　the　atoms　participating　in　excitons　are　in　a　medium，　the　role

played　by　the　medium　becomes　a　subject　of　discussion．　The　usual　apProach　to　this　probleni　is　the皿acro－

scopic　one　making　use　of　the　dielectric　constant　of　the　medium，　i．e．，　the　various　quantities　in　vacuum，

for　example，　the　Coulomb　interaction　energy　and　the　transition　dipole　moment　of　exciton　defined　in

vacuum，　are　changed　to　the　corresponding　ones　in　the　medium　with　the　help　of　the　dielectric　con－

stant．3’4’5）The　valid量ty　of　this　approach　has　to　be　examined　by　the　microscopic　theory．　In§4，　the

effect　of　the　medium　on　exciton　energies　is　discussed　from　a　microscopic　point　of　v三ew　and　the　expres－

sion　for　the　effective　dipole－dipole　interaction　between　atoms　in　the　medium　is　derived　by　making

use　of　the　results　obtained　in　the　preceding　sections．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　§2．　Exciton　States　aud　Corresponding　Energies

　　　　Consider　a　crystal　consisting　of　several　kinds　of　atoms（or　molecules）called．4，　B，＿，　There　are

σ」identical　atoms　ofノ（ノ＝・4，　B，＿）in　the　unit　cell．　The　equilibrium　position　vector　of　the　lth　unit

cell　relative　to　an　origin　at　some　atom　is　denoted　by　r（1）and　the　l6cations　ofσJ　identical　atoms　with1n　the

unit　cell　are　described　by　the　vectors　r（λ」）whereλ，　takes　the　values　1，2，．．．，σ」．　Thus　the　position

vector　of　theλ」th　atom　in　the　lth　unit　cell　is　given　by　r（1）しJ）＝r（1）十r（λJ）．

　　　　It　is　assumed　that　the　electronic　wave　functions　and　the　corresponding　energies　of　isolated　atoms　are

known．　For　simplicity　we　shall　deal　with　the　case　where　the　electronic　states　of　isolated　atoms　do　not

have　degeneracy　and　hence　the　wave　functions　are　real．　The　wave　functions　are　class量fied　according　to

the　irreducible　representations　of　the　local　group，　i．e．，　the　symmetry　group　of　the　lattice　site　occupied　by

the　atom．　TheσJ　ident1cal　atoms　have　the　same　local　group。　Let　f」be　the　quantum　number　of　each

excited　state　of　the　atomノ。　The　corresponding、、・ave　function　of　theλ」th　atom　in　the　lth　unit　cell　is

　　　　　　　　　　　　り
denoted　by　g（1λJf」）．　The　ground　state　is　represented　by　fJ＝0．

　　　　In　the　following　discussion，λ」and　f」apPear　frequently　in　pair，　so　that　we　shall　denote　the　set

（λ」，ル）byρJ　which　takes　the　values　1，2，．．．，σ」n」where　nJ　is　the　number　of　excited　states

taken　into　account．　Furthermore　the　notationsλ，　f　andρnot　having　the　subscript／will　be　used

when　the　discussion　co、・ers　all　the　atoms　of　A，」B，．．．in　the　unit　cell．　In　this　case，λtakes　theΣJσJ

values，ノthe　nA　or　nB　or．．．values　according　as　the　atom　concerned，　andρtheΣJσ」n」values．

　　　　In　order　to　treat　the　problem　in　the　representation　of　second　quantization，　we　introduced　the　crea－

tion　and　annihHation　operators　of　atomic　excitation：the　operator　B＋（1ρ）（B（lp））creates（destroys）the

excitation／of　the　atom　at　the　lattice　side　Iλ．　If　the　expectation　value　of」B＋（1ρ）B（1ρ）is　considerably

smaller　than　unity，　these　operators　satisfy　the　commutation　relations　for　bosons，1’2｝i．e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔B（1ρ），　B＋（1’ρ’）〕＝δ〃δρρ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・1）

　　　　According　to　the　procedure　given　by　Agranovich，1》the　excitation－energy　operator　H　for　the　total

system　is　written　down，　up　to　the　quadratic　terms　in　B＋（1ρ），　and　B（1ρ），　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　「H＝Σ∠（ρ）B＋（1ρ）B（zρ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　己ρ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　琢誹M（1ρ，1’ρ’）〔・（・ρ）・・＋（1ρ）〕〔・（・・’）・・＋（1’・’）〕・　（・・2）

where∠（ρ）is　the　energy　difference　between　the　excited　and　ground　states　of　an　isolated　atom，　and

the　real　quantiy　M　is　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M（・ρ，・’〆）一∫・（1・f）・（1’・’・）・（・〃’Z’）・（〃・）O・（1…f’）…　　　（・・3）

（2）
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which　is　the　matrix　element　of　the　CouIomb　interaction　V（1λ，1’λ’）between　the　atoms　Zλand　l’λ’and

has　the　property

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ルf（1’ρ’，1ρ）：＝Mて1ρ，1’ρ’）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．4）

The　prime　on　the　summation　in　the　second　term　of　eq．（2．2）indicates　that　the　term　with　l＝1〆has　to

be　excluded　whenλ＝λ’．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　The　unitary　transformation　taking　account　of　translation　symmetry　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（・ρ）一六署・（P・・k）・xp〔・k・・（・ρ）〕・　　　　　（…）

where　N　is　the　total　number　of　unit　cells　in　the　crystal　andゐis　the　wave　vector，　the　inverse　trans－

formation　of　eq．（2．5）being　given　by　B（ρ，k）＝N－1’2Σ‘B（lp）exp←ik・r（1λ）〕．　When　we　substitute

eq．（2．5）into　eq．（2．1），we　see　that　the　operators　B（ρ，　k）satisfy　the　commutation　relations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔B（ρ，k），β＋（ρ’，k’）〕＝δPP・δkk’．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．6）

】3y　means　of　the　transformation（2，5），　the　Hamilton量an（2．2）is　rewritten　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H＝ΣΣ」（ρ）β＋（ρ，ゐ）B（ρ，k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k　ρ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・告習M（ρρ’・・k）・（・・（・・一・）・・＋（醐〔・（・’・k）・・＋（・’・－k）〕・（…）

where　M（ppt，　k）is　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M（ρρ’，鳶）＝Σ’M（1ρ，0ρ’）exp｛一幽ik・〔r（〃）－r（λ’）〕｝，　　　　　　　　　（2．8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乙

and　has　the　relations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2レPt（ρ’ρ，　k）・＝．M＊（PI〕’，　k）＝2レ1（ρρ’，－k），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「　　　　■

as　seen　from　eqs．（2．4）and（2．8）．　The　prime　on　the　summation　of　eq．（2．8）means　excluding　the

te，m　with　1＝6　whenλ＝λ・．

　　　　The　Hamiltonian（2．7）can　be　diagonalized　in　terms　of　new　Bose　operators　Bμand　Bμ＋de丘ned　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B（ρ，k）＝Σ〔Bμ（ゐ）uμ（ρ，　k）＋Bμ＋（－k）Vp＊（ρ，－k）〕．　　　　　　　・’　　　（2，10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ

The　colnmutat量on　relations　for　Bμandβμ＋are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔Bμ（k），Bμ’＋（ゐ’）〕＝δPμ’δkk’，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．11）

and，　in　order　that　the　transf（）rmation（2．10）be　canollica1，　the　amplitude　functionπμandびμmust

satisfy　the　relations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　慧：ll：；：1：二1：1膿臨呈；二1：；：竺精｝　　（・・12）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　塁：1：：；：1認駕二：1二：二器：：こ欝’”｝　（・・13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ

With　the　help　of　eq．（2．12），　the　inverse　transformation　of　eq．（2．10）is　gi、・en　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bμ（ゐ）＝Σ〔B（ρ，k）uμ＊（ρ，　k）－B．÷（ρ，－k）Vp＊（ρ，ゐ）〕．　　　　　　　　　（2．14）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ

　　　　Substituting　the　transformaion（2．10）量nto　eq．（2．7）and　us量ng　eq，（2．9），we　see　that　the　Hamiltonian

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）
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has　the　diagonal　from

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H＝ΣΣEμ（ゐ）Bμ＋（ゐ）Bμ（k），　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2」5）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鳶　μ

if　the　amplitude　functions包μandむμsatisfy　the　system　of　equations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔Eμ（k）一∠（ρ）〕ecμ（ρ，」ヒ）漏一〔Eμ（ゐ）十∠（ρ）〕τノμ（ρ，　k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ΣM（ρρ”ゐ）〔uμ（ρ’・k）十vμ（ρ㌧ゐ）〕．　　　　　　　　　　　　　　（2．16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ’

The　functions　Eμ（k）　are　the　possible　exciton　energies　andμspeci且es　the　exiton　band．

　　　　To　simplify　the　system　of　equations（2．16），we　introduce　the　new　amplitude　funct三〇nξ苗de丘ned　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξμ（ρ，k）＝〔uμ（ρ，鳶）＋ημ（ρ，」ヒ）〕／へ／』（ρ），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・17）

in　terms　of　which郡μandひμare　expressed　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・（P・・k・－E叢器ωξ・（醐・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　咽一∠（：ρ）－Eμ（k2》∠（ρ））ξ・（P，・k・・

from　the　first　equation　of　eq．（2．16），and　the　second　equation　of　eq．（2．16）is　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔Eμ2（k）一」2（ρ）〕ξμ（ρ，ゐ）＝Σ、乙（ρρ’，ゐ）ξμ（ρ’，ゐ），　　　　　　　　　　　（2．19）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ’

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、乙（ρρ’，ゐ）＝2㍉／2研ヲM（ρρノ，」の．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．20）

　　　　It　is　comprehensible　to　represent　eq・（2・19）in　the　matrix　form・Letξμ（ん）be　the　column　vector

whoseΣ・σ・η」components　are｛ξμ（ρ，ゐ）｝at　givenゐ・Then　eq・（2・19）can　be　expressed　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．C（k）ξμ（ゐ）＝Eμ2（k）ξμ（k），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．21）

where！（ゐ）is　the（ΣJσ」nJ）×（Σ」σ」π」）matrix　whose　rows　and　columns　are　labeled　byρ：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫ρρ’（ん）＝∠2（ρ）δρρ’十」乙（ρρ’，」の．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．22）

The　matrix∫（ゐ）written　in　the　partitio孕ed　form　is　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（一CA（k）－CBA（k　　●）鍔1）L．、　⑫23・

where∫」（k）is　theσJnJ×σJn」matrix，」ソ」てゐ）theσ♂ηJ×σ」，π」，matrix　and∫”（ゐ）the・transposed

matrix　of∫”（k），　whose　elelnents　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　雲ll：∬庸駒1漂篇1認1潔㍗；1δρ’〆」’｝　　　　（・・2・）

It　follows　from　eqs．、（2．9），（2．20）a耳d（2．21）that　the　matrix∫（ゐ）at　a　givenんis　Hermitian　and　the

squared　exciton　energies　Eμ2（k）are　given　by　the　eigenvalues　of　the　n真atrix」ゴ（ん），

　　　　If　we　replace」k　by　－」k　in　eq・（2・21），take　the　complex　conjugate　of　the　resulting　equation，　and

make　use　of　eq．（2．9），we　obtain　the　result　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o∠7（ゐ）ξμ＊（－」の＝Eμ2（一ゐ）ξμ＊（－k）．　　　　　　　　”　　　　　　　　　　　　 （2．25）

From　eqs・（2・21）and（2・25）we　see，that　the　set　of　squard　energies｛E鎚2（一ん）｝and　the　set　of　squard

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
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energies｛Eμ2（ん）｝are　eigenvalues　of　the　same　matrix∫（ゐ）．　We　therefore　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Eμ（一々）＝Eμ（k），　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．26）

for　pos量tive　Eμ．　Equations（2．21），（2．25）and（2．26）show　thatξμ＊（一ゐ）satisfies　the　same　equation　as

ξμ（k），which　implies　that　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　ギ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξμ＊（＿ゐ）＝ξμ（ゐ），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．27）

apart　from　an　unimportant　phase　factor．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヒ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　Substituting　eq．（2．18）into　eqs．（2．12）and　（2．13），　ana　making　use　of　eqs．（2．26）and（2．27），

、ve　obtain　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　．　　　・，　　　　　，　　．　　　、　　　・　tt

，　　　別E・（k）Eμくk）ξ・（・・ゐ）ξぢ＊（ρ・ゐ）一δ…　　　　　　（2・28）

　　　　　　　・　　　　　Σ　Eμ（ゐ）ξμ（ρ，ゐ）ξμ＊（ρ’，ゐ）＝δρρ’．　　　　　　　　　　．　　　　（2．29）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ド

These　are　the　orthonormal　and　complete　conditions　oh　the　funktions》Eμ（k）ξμ（ρ，ゐ）．　　The　state

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りwith　one　exciton　of　the　typeμゐ　can　be　calculated’bアsolv五ng　the　system（∫f　equations　（2・19）　under　the

conditions　rnentioned　above．

　　　　In　the　theory　of　Frenkel’s　exciton，　it　is　usually　assumed　that　the　electron　orbits　of　an　atom　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　レ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

well　localized　near　its　nucleus．　Therefore　the　Coulomb　interaction　between　atoms　is　expanded

into　a　series　in　inverse　powers　of　the　distance　between　the　centers　of　atoms．　The　individual　terms

of　the　series　correspond　to　the　multipole－multipole　interaction50f　various　or“ers．　The　leading　term
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・　　　L、　　　　　　も　　・
gives　the　crystal丘eld　due　to　point　charges，　the　efFect　of　which　has　already　been　taken　into　account

in　the　quantitγ∠（ρ）．　If　the．electric　dipole　moment　ariting　from　an　intra．atomic　transit｛on　differs　from

zero，　the　first　term　of　this　series　contribuing　to　五（ρρ’，ゐ）　corresponds　to　the　dipole－dipole　interaction．

We　shall　retain　only　this　term．

　　　　In中is　appyoximation，　L（ρ〆，ゐ）　can　be　written　as　the’sum　of　the　macroscopiごpa’rt　L班（ρρ㌧ゐ）

and　the　structure－dependent　part　Ls（ρρ’，」の；6・7，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L（ρρ’，ゐ）＝LM（ρρ’，ゐ）十、乙s（ρρt，ゐ），　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．30）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　幽

with　the　definitions　of　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砿ρρ’，・）一警》・（・）・（・’）k’P（’装゜P（〆），’　　（・・31）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム、（ρρ’，k）－8π願万．P（ρ）・f（λλ｛，左）・P（ρ’），　　　　（2．32）

where　z／is　the　volume　of　a　unit　cell　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（・）イ・㈹）・・（舳・，・・　　’　　（・．33）

is　the　matrix　element　of　the　electric　dipole　moment、p　fQr　electrons　of　the　atom　Jλ．　The　tensQr♪is

symmetric　and　its　componentsムゴ（i，ノ＝x，　y，2）satisfy　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1「ゴt（RZ’，k）＝Vi」（12’，　k）．　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．34）

In　addition　we　have　the　relations　　　　　　　　　　　　　　幽　　　　　　　　　　　　　』‘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1≒（2’え，k）＝n＊（2Zノ，　k）＝1≒（えλ’，一ゐ）．　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．35）

The　explicit　exDression　for　jβis　givell　in　re£7（DiブL（〃’lk）ill　ref．、7孟s　identical　with　4π凸ゴ（〃’，一ん）ん）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）



　　　　　　　　　　　　　　Research　Repo質s　of　the　Faculty　of　Engineering，　Meiji　Univer蕊ty，　No．45（1983）

　　　　The　matrix　element　of　electr呈c　dipole　moment　for　the　transition　to　an　exc量ton　state　can　be　calcu。

1ated　as　follows．　In　the　representation　of　second　quant三zation，　the　dipole　moment　operator　of　the

atom　at　the　lattice　site　1λis　wr量tten　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P°P（12）＝ΣP（ρ）〔B（1ρ）十B＋（1ρ）〕．　　　　　　　　　　　　　　　（2．36）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫

The　Fourier　component　of　this　operator　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P叩（・・k）・＝tW；P°・（1・）exp〔一・…（1・）〕

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ΣVZ⑤P（ρ）〔Bμ（ゐ）ξμ（ρ，ゐ）＋IBμ＋（一ん）ξμ＊（ρ，一ん）〕，　　　　（2．37）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P∫

where　eqs．（2．5），（2．10）and（2．17）have　been　used．　The　wave　function　of　theμゐ　exciton　state，　1rk＞，

is　obtained　from　the　wave　function　of　the　crystal　ground　state，10＞，　by　the　rule　l　ptk＞＝Bμ＋（ゐ）10＞．

It　follows　from　this　that　the　matrix　element　of　p°P（え，のis　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈0「p°，（2，q）1μゐ〉＝δo盈pμ（、～，ゐ），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2，38）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pμ（2，k）＝Σ》」（ρ）ξμ（ρ，ゐ）P（ρ）．　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．39）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫

Consequently

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pμ（ゐ）＝ΣPμ（え，ゐ）＝Σ》Z⑦ξμ（ρ，ゐ）P（ρ），　　　　　　　　　　　　（2．40）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ　　　　　　　　　ρ

is　the　matrix　element　of　the　electric．d量pole　moments　for　all　the　atoms　in　the　unit　cell　consructed　with

the　wave　functions　of　tbe　crystal　ground　state　and　the　exciton　state　of　the　type　pαk．

　　　　Finally　we　derive　the　expressions　for　the　macroscopic　polarization　and　the　corresponding　macro－

scopic　electr量c丘eld　which　arise　from　the　d五stribut三〇n　of　transition　dipole　moments　withゐsatisfying

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lkla《1，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．41）

whereα三s　a　lattice　constant．　The　microscopic　polarlzation　density　P°P（r）　is　written，　from　eqs．

（2．36）　and　（2．37），　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P°P（r）＝ΣP°P（12）δ〔アーア（1λ）〕

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　研

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一六習exp（・…）P・（…）￥・〔卜・（・・）〕・　　　（・・42）

Since　the　sum　over　l　is　a　function　which　has　the　periodicity　of　crystal　lattice，　it　can　be　expanded　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σδ〔アー7（tR）〕嵩⊥Σexp｛ig・〔r－r（ス）〕｝，　　　　　　　　　　　（2．43）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　呂　　　　　　　　　　　　　v　g

whereσare　the　rec三procal　latt量ce　vectors。　　　　　　　　・

　　　　The　macroscopic　polarization　operator　P°P（r）is　de丘ned　as　the　average　of　P°P（r）over　the　volume

・f・・n三・cell・i・…P・・－v－’轣C！・・（・＋・’）・・’・F…m・ll　k・a・i・fyi・g・q・（2・41），・nly・h・…m

w三止g＝Ogives　the　nonvanishing　contribution　to　this　average，　and　hence　we　obtain　the　result　that

the　Four量er　component　of　P°P（r）is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P叩（ゐ）＝⊥ΣP・・（R，k）．　　　　　　　　　　（2．44）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v　　λ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）
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It　follows　from　eqs．（2．38），（2．40）and（244）that　the　macroscopic　polarization　Pμ（左）produced　by

theμゐexciton　is　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P，ω＝⊥P。（ゐ），　　　　　　　　　　　　　（2．45）

which　is　just　the　transition　dipole　moment　per　unit　volume．

　　　　If　we　split　jPμ（k）into　two　parts　Pμ闘（ゐ）and　Pμ⊥（ん）　respecively　parallel　and　perpendicular　to

ゐ，the　Maxwell　equation　in　the　absence　of　free　changes　is、～Titten　as　鳶・〔Eμ（k）十4πPμ臨（ん）〕＝O

where　万p（彦）　is　the　macroscopic　electric　field　in　the　system．　Since　Eμ（ゐ）　Eatisfiesん×Eμ（ゐ）＝O

if　the　retardation　effect　is　ignored（the　light　velocity　being　taken　to　be　in£nite），　we　have　the　relation　that

ゐ×〔Eμ（k）十4πPμ贋（あ）〕＝0、Thus　the　vector」厘μ（鳶）十4πPμ置（k）itseif　must　vanish　identically　and　so

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Eμ（ゐ）＝＝－4π、Pμ“（ん）＝－4π肋・Pμ（k）乃喝2．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．46）

　　　　　§3．　Dielectric　Con8tant　Tensor　Due　to　t｝亀e　Pre8ence　of　Exciton　States

　　　　Substitut三ng　eq．（2．30）三nto　eq．（2．19），　we　obtain　the　system　of　equations　for　an　energ｝・E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　多｛〔五：2－∠2（ρ）〕δρ〆－L8（ρρノ・ゐ）｝ξ（ρ’・」ヒ）＝＝昇L翌（ρρ’・」ヒ）ξ（ρ’・」ヒ）・　　　　　　　　　　（3・1）

By　use　of　eq．（2．31），the　right　lland　side　of　eq．（3．1）can　be　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ五M（ρρ’，彦）ξ（ρ’，ん）＝－2V！∠（ρ）ρ（ρ）・E（ゐ），　　　　　　　　　　　（3．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ’

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（ん）＝－4π肋・P（ん）々”2，　　　　　　　　　　　　　　　　（3．3）

is　the　macroscopic　electric丘eld　produced　by　the　macroscopic　polarization　P（k），　as　shown　in　eq．

（2．46）．The　macroscopic　polarization　is　taken　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P（k）＝⊥Σ＞2（Tp）ξ（ρ，ゐ）P（ρ），　　　　　　　　　　　　　　　　（3．4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v　　ρ

according　to　eqs．（2．45）and（2．40）．　In　this　section　we　consider　only　the　long－wavelength　excitons　for

んsatisfying　the　condition　（2．41）．

　　　　If　we　use　the　Green　function　G（ρρノ，　E，ゐ）satisfying

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　多｛〔E2“’－A2（ρ）〕δ・P’－L・（PP㌧鳶）｝G（ρ’ρ”・E・ゐ）＝δ・・’㌧　　　　（3・5）

we　can　solve　eq．（3．1）forξ（ρ，滝）to　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ（ρ，k）＝－2ΣC（ρρ’，E，」ヒ）煽p（ρ’）●」酵（k）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ

Substitution　of　this　solution　into　eq．（3．4）　leads　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P（・）一毒〔・（…）－i〕・E（・），　　　　　　（…）

where　i　is　the　un量t　dyadic　and　g　is　the　dielectric　constant　tensor　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε（E，k）＝i－8πΣV∠（ρ）∠（ρ’）G（ρρ’，E，ゐ）P（ρ）P（ρ’）．　　　　（3．8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρρ「

　　　　　　　　　　　　　　　　　　AThe　components　of　l　and　the　dyad　p（ρ）p（ρ’）are　respectively＆ノand　p，（ρ）p，（ρ’），

　　　　It　is　seen　from　eq．（3．5）that　the　Green　function　can　be　expressed　in　terms　of　mechanical　excitons

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）
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which　correspond　to　the　solutions　of　eq．　（2．19）　ignoring　the　contribution　due　to　　五M（ρρ’，ゐ）・

Denoting　the　energy　and　the　amplitude　function　for　the　mechanical　exciton　of　the　type　mk　by

E隅（k）andη皿（ρ，　k），　respectively，　we　have　the　system　of　equations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ｛〔Em2（k）rd2（ρ）〕δρ〆一五s（ρρ’，　k）｝η窩（ρ’，　k）＝0，　　　　　　　　　（3・9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ’

with　the　orthonormal　and　complete　conditions　onηπ（ρ，　k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　駆E・（k）E・・（ゐ）η・（ρ・ん）η・’＊（ρ・ゐ）＝δ一’・　　　　　　（3・10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ　Em（k）η皿（ρ，ゐ）η皿＊（ρ’，　k）＝δρρ’，　　　　　　　　　　　　　　　（3」1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　肌

corresponding　to　eqs．　（2．28＞　and　　（229）．　In　addition　we　have　the　properties　　　　　　　　　　　　l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Em（－k）＝Em（ん），　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．12）

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η㎜＊（ρ，｝k）＝η幌（ρ，k），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．13）

which　can　be　obtained　from　a　similar　d三scussion　to　that　given　in　deriving　sqs．（2．26）and（2．27）。

　　　　The　fact　that　the　function　～／Em（ゐ）η肌（ρ，　k）　are　orthonormal　and　complete　allows　us　to　expand

the　Green　function　in　the　form　of　G（ρρ’，　E，ゐ）＝Σ皿肌’〔Em（ゐ）Emくゐ）〕1／2rpm（ρ，ゐ）rpm、（ρ’，ゐ）σ剛（E，　k）．

Substituting　this　expansion　into　eq．（3．5）and　using　eqs．（3．9）and　（3．10），　we　find　that　the　expansion

coefHcient　is　g量ven　by　gmmt（E，　k）＝δmm’／〔E3－Em2（k）〕　and　hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G（ρρ’・蹄）一寄E㎜（ゐ）i「p；yE：Z6m，（－Pi　k），rp：“）（ρ’・ゐ）・　　　　　　　　（3・14）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L　　　　　，

Accordingly，　eq．（3．8）is　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（E・・）・＝i一繰。毎無）照）Pm（・）・　　　（・・15）、

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　へ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P・（k）＝；　VZ（・）η・（ρ・ゐ）・（・）・　　’　　．　　（・・16）

is　the　matrix　element　of　the　electric　dipole　moment　for　the　unit　cell　constructed　with　the　wave　functions
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ド　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　モ

of　the　crystal　ground　state　and　the　mechanical　exciton　state．，　From　eqs．（．3．12），（3．13），（3．15）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

and　（3．16），　we　obtain　the　relations　between　the　componentsεiゴof　e　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　εn（E，k）＝ε乞，＊（E，　k）＝εiゴ（E，－」ヒ）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　（3．17）

The　expression（3．15）is　the　generalized　form　of　the　existing　formula　for　e2・8）which　holds　for　crystals

containing　the　same　kind　of　atoms　in　the　unit　celL

　　　　Since　we　a「e　dealing　with　C・・1・mb・x・i・・n・d・…mi・・d　f・・r｝i・h・f・ll・・p・essi・n・f・q・（2・19）

instead　of　the　expression　omitting　五〃（ρρ’，k），　we　shall　rewrite　eq．（3．15）in　terms　of　Coulomb

excitons．　The　Green　function　6　corresponding　to　eq．（2．19）is　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G（ρρ’・E・ゐ）＝｛〔E2－∠P（ρ）〕1－』s（ん）一∫M（ゐ）｝－1ρρ・，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3。18）

where　l　is　unit　matrix・and　Xs（k）and－CM（ゐ）are　the　matrices　whose　elerロents　are　L8（ρρ’，k）and

L」f（ρρ’，ゐ）．The　well－known　formula　for　matrices　leads　to　　　「

　　　　　　｛〔E2－∠コ2（ρ）〕1－∫s（ゐ）一＿C酊（ゐ）｝『1ρρ’＝｛〔E2－∠12（ρ）〕1－ts（ん）｝－1ρρ’

　　　　　　　　　　＋，濡，，，｛〔E2－∠2（ρ）〕1－X・（み）｝哺1・〆’｛ム㈲｝〆’・”「｛〔Eし」2（ρ）〕1－∫・㊥一．C。（ゐ）｝一・〃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）
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which　is　transformed　into　the　re正ation　between　the　Green　function　for　th6』Coulomb　and　mechanical

　　　　　　　　　　　　　　　の
excitons　as　follows：

　　　　　　　　　　G（ρρ～E，k）　＝G（ρρ’，E，　k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・暑翻．G（ρρ”…鳶）禰帥（・”）k・・（・”）G（・”ρ’…k）・（・・19）

where　eqs．　（2．31）　and　（3．18）　have　been　used．

　　　　Multip正ying　both　sides　of　eq．（3，19）bア（8πん）v！A（ρ）4（ρ’）P（ρ）P（ρ’），　taking　the　sum　over　allρ

〆，and　using　the　expression　for　e　g三ven　by　eq．（3．8），　we　obtain・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1き（E，k）＝i＿E（」E，k）十〔i－g（E，　k）〕・kk。1苧（E，　k）k旧2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．20）

　　　　　　　　　　　　　　　　ハwhere　the　tensor　F（E，　k）is　de丘ned　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　←’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　戸（E，k）一警浮》研αρρ’調・（・）・（・’）・　　　（・・21）

From　eq．（3．20），　we　obtaind　that　乃・P＝ゐ・（i一ε）々2／（k・S・ゐ），　which　is　substituted　into　the　right

hand　side　of　eq．（3．20）　to　9五ve

　　　　　　　　　　　　國　ρ（E，k）＝＝i－E（E，k）・〔i－E（瓦髪≧蜷畿綱〕・　　…22・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　．　　　　　．　　　　、　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　～

　　　　If　we　use　eqs。（2．19），（2．28）ahd（3．18），　we　can　express　the　Green　function　G　as　the　bilinear

expanslon

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…ρρ’，昨；A’（k）ξμ（ρ，k）ξμ＊（ρ．’，k　　E2－Eμ2（k）），　㌧　　（・・23・

in　a　similar　way　to　that　used　in　deriving　eq．（3．14）．　Substituting　this　expression　into　eq．（3．21）and

using　eq．（2．40），we且nd　from　eq．（3．22）the　desired　relation　between　the　transition　dipole　moment　and

the　d三electric　constant　tensor　wr三tten　in　terms　of　dou］omb　excitons　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　騨。螺、、♪・（・・Pμ＊（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－i－・（E・k）・〔’一ε（聖識ll毒ε（E・k）〕・　　　（・・24）

、

where　Pμ（k）　is　given　by　eq．（2．4Q）．　It　should　be　noted　that　the　formulae　（3．15）and　（3．24）are
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㌔

appHcable　to　any　isolated　system　if　the　cohdition（2．41）is　s皐tis丘ed。

　　　　　§4．　Effective　Dipole－Dipole　Interactio皿

　　　　We　divide　all　the　atoms　in　crystal　into　two　systems，　the　system　A　consisting　of　theσA　atoms　of

、4and　the　system　R　consisting　of　all　other　atoms　which　can　be　regarded　as　the‘‘medium”for　excitons

in　the　system．4　if　the　condition（2．41）．fbr　long　wa、・elength　is　satisfied．　Letξ〆（k）andξμR（k）be

the　cqlumn　vectors　whose　components　are　respectively｛ξμ（ρA、　lk）｝．　and｛ξμ（toR，　ki）｝，　whereρ4　takes　the

σA・nA　values　andρn　theΣ，（≠A）σ」n」valnes．　The　column　vectorξμ（k）and　the　matrix∫（k）of　eq．

（2．21）for　the　total　system　are　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・（・・一〔1：1：1：〕，　　　　（・・1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　細一膿）灘〕　　　　、（・・2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）



　　　　　　　　　　　　　Research　Reports　of　the　Faculty　of　Engineering，　Meiji　University，　No．45（1983）

where　the　elements　of　tA（ゐ）are　given　by　eq．（2．24），　and　those　of－CR（ゐ）and．CAR（ん）　（∫鋸（ん）

being　the　transposed　matrix　of∫AR（ゐ））are　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　躍琵鰍競歴ゐ）〕δppRδ　｝　　…3）

　　　　Substituting　eqs．（4．1）　and　（4．2）　into　eq．　（2．21），　we　obtain　the　pa三r　of　equations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　XA（k）ξμ五（ゐ）＋tAR（ゐ）ξμR（k）＝Eμ2ωξ〆（鳶），　　　　　　　　（4．4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫RA（鳶）ξμA（左）十∫丑（ゐ）ξμn（ゐ）＝Eμ2（ゐ）ξμ丑（ゐ）．　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．5）

The　solutions　of　eq．（4．5）forξμR（ゐ）is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξμR（ゐ）＝GR（E，，」の一CRA（ん）ξμ丞（ゐ），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．6）

where　GR　is　the　Green　function　matr旦x　defined　by　GR（Eμ，k）＝〔Eμ2（ゐ）1－∫R（ん）〕－1，　whose　elements

G（ρnρ’R，Eμ，ゐ）satisfy

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ｛〔Eμ2（k）一∠2（ρπ）〕δρRρ・R一五（ρ丑ρ’恥ん）｝G（ρ’丑ρ”丑，Eμ，ん）＝δρRρ”R．　　　（4．7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P’R

Substitution　of　eq．（生6）into　eq．（4．4）yields　the　following　equation　for　the　system、4：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔tA（ゐ）＋－CAR（のGR（E・，ゐ）tRA（鳶））ξμ4（ん）＝Eμ2（ゐ）ξ、’（鳶），　　　　（4．8）

or，　by　use　of　eqs．（2．24）　and　（4．3），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　昇4〔d2（ρ∠）δρ4〆＾＋L°ff（ρ孟ρ’為E”・鳶）〕ξμ（ρ’」・ん）＝＝Eμ2（鳶）ξμ（ρ為ゐ）・　　　　　　　　（4・8a）

where

　　　　　　　　　　　　　　五゜ff（ρ・ρ’・・E・・ゐ）＝五（ρ・ρ’・・ゐ）＋，。譲。五（ρ・ρ調G（ρ・ρ’・・E・・ゐ）L（ρ’・ρ’・・ゐ）・　（4・9）

is　the　Fourier　component　of　the　effective　interaction　between　atoms　in　the　system、4；the£rst　term　is

the三nteraction　e血ergy　in　vacuum　and　the　second　term　is　the　contribution　to　the　interaction　energy　due

to　the　medium．

　　　　Now　consider　the　Coulomb　excitons　in　the　system　R　taken　to　be　isolated　from　the　system浸

by　assuming∫AR（ゐ）　to　be　the　null　matrix．　The　energy　and　the　amplitude　function　of　the　ジゐ

exciton　in　this　system　are　denoted　by　Eり（ん）　and　ζり（ρR，ゐ），　respectively，　where　v　specifies　the　exciton

band．　These　quantities　satisfy　the　following　system　of　equations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　昇R｛〔Ev2（k）一∠2（ρR）〕δρR〆R－L（ρRρ’丑，ゐ）｝ζ：（ρ’n，ゐ）＝0，’　　　　　　　　　　　　　　　（4，10）

with　the　conditions　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　舞～！繭ζ紗（ρn，k）ζ〆＊（ρ冴・ゐ）ニδ∂ガ・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　孚Ev（ゐ）ζ診（ρR・ゐ）ζ診＊（ρ’R・ん）＝δPRρ‘R・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4，12）

whi・h・・rre・p・nd　t・・q・・（2・19），（2・28）・nd（2・29）f・・th・t・t・1・y・t・m．　It　i・ea・y　t・・h・w　f・・m　th。

・b・・eequati・n・th・t　th・G・een　fun・ti・n・ati・fyi・g・q．（4．7）・a・be　expre・sed・・th・bilinear　exp…i・n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（・・ρ’R・・E…k）一写動（塁鴇重鵠E・k）．　　　（・．13）

　　　　Substituting　eq．（4．13）into　the　second　term　of　eq．（4．9）and　using　the　expressions（2．30）～（2．32）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）



　　　　　　　　　　　　　　　　　　Energy　Bands　of　the　Frenkel　Excitons　in　Complex　Crystal　Lattices

in　the　dipole　apProximation，　we　obtain　　　　’　　　　　　　　　　　…　　　1

　　　　　　，盈。・（・・ρ…）・（・・ρ’・…，・）・（・’・〆…）／磐》・（・・）・（・つ

　　　　　　　　一…ω…（・つ・12昏。、・農鰐（k）臨（k）12

・　・…（〆・）駒碧論等（、）・（・・）・fi（・姻…（・・，研伽

　　　　　　　　　　・…（・・）警羽。、・農讐（、）剛・）・・＊（・…）幅・’…）・・（・’・）

　　　　　　　　　　・警劉濠。E、・（E。（ゐ）ゐ）－E。2（ゐ）・（・・）・fi（・繭・P・（・…）・・＊（・’…）・鵡λ’・・）・・（・’・）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4，14）

whereλn　takes　theΣ」【≠A）σ」values　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P、（k）＝Σ．P。（えR，ゐ）＝Σ》∠（ρE）ζ、（ρR，ゐ）P（ρR），　　　　　　　　　　　（4」5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λR　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρR

is　the　transition　d互pole　moment　for　all　the　atoms　of　the　system　R　in　the　unit　celL

　　　　We　assume　that　the　dipole　moments　p（2．，k）are　independent　ofλ．，　which　may　be　realized

in　many　crystals　for　long－wavelength　excitons　satisfied　by　the　conditions（2．41）．　In　this　case　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ！てZaZR，　k）・P9（え．，k）＝／㍉（え4R，ゐ）・Pv（ゐ），　　　　　　　　　　　（4．16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λR

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　“t’（ぬR，k）＝Σt（R．RR，ん）／Σσ♂．　　　　　　　　　　　　　　　　（4．17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λR　　　　　　　　　　　J（≠A）

By・・b・tit・ti・g・q．（4．16）i・t・・q．（4．14），　we・ee　th・t　th・・um・ve・“i血・a・h　term　can　be　exp・essed

in　terms　of　the　die正ectric　constant　tensor　ER　for　the　isolated　system　R．　Indeed，　according　to　eq・

（3．24），we　obtain　the　relations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鷺。、・（E。（k）ゐ）－E、2（k）瓦（鵬・（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－i－・・・・・・…〔i一甑藷！灘蒜釜（鯛〕…　　」8・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　騨謡1磐鐸ωR鵬・（k）・・一〔麟釜ll群・　（・・19）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　騨論竺缶1（、）臨ω】・一刷蓋，。）τ・　　（・…）

　　　　Making　use　of　eqs・（4．1舎），（4．16）and（4．18）～（4．20），　and　ignoring　the　dependence　of　gR　and

t・nゐbeca・・e・f　the　c・・di・i・・（2．41），　w・丘・d　th・t・q，（4．9）i・th・dip・1・apP・・xim・・i・n，　i．e．　th・

Fourier　component　of　the　e狂ective　dipole－dipole　interaction　can　be　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　五゜ff（ρ4ρ’A，　Eμe，鳶）コ五Meff（ρAρ㌧1，　Eμo，ゐ）十Lseft（ρ．皇ρ’A，Eμo），　　　　　　　　　　　　（4．21）

where　Eμe　means　Eμ（k）　at　k＝O　and

　　　　　　　　　　　　　・・…（・・ρ’・・・・…）穿・一げ（；’i・t－iillili：．1．”2．）：。i書；f；髪’A・E”°）　（・・22・

　　　　　　　　　　　　　L、・・f（ρ。ρ’A，E，・）－8π〉廊P（ρ。）・e・fW’。，E，・）・P（ρつ，』　　（4．23）

with　the　de丘nitions　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ll）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P…（ρ。，E，・）二｛i＋〔i一εR（Eμ゜，0）≠（Rえ。，0）｝・P（ρ・），　　　　　（4・24）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fi…（λ」，Z’山Eμ゜）－n（2。ρ・。，0）＋fi（2。R，0）・〔i一ε（E、°，0）〕≠（Rえ’。，0）．　（4．25）

Note　that　the　components　of　ER　and」f　at　k＝O　are　real，　as　seen　from　eqs．（2，35）and　3．17）．

　　　　The　expressions（4，22）and　（423）should　be　compared　with　恥（ρ」ρ’，，k）and　L8（ρ』ρ’』，0）in

vacuum　given　by　eqs．（2．31）and（2．32）．　We　consider　cubic　crystals　with　thβdielectric　constant

tensor　of　eR（Eμo，0）＝εR（Eμe）i．　Since　the　tensor　！レ（λ，2t，0）　is　given　by　－（1／3）i　for　lattice　sites　2　and

2’possessing　at　least　tetrahedral　symmetry6），　eq．（4．24）is　written　as　peff（ρ」，Eμo）rp（ρA）〔εE（Eμo）十2〕／3

and　so　the　macroscopic　part（4．22）is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・…（・…’…E・e・・k）一、・（老、・）〔ε盈（E§°）＋2〕2・・（・・ρ’…）・　　（・・26）

The　existence　ofεR（Eμo）in　the　denominator　reHects　the　Coulomb　law　in　the　med三um．　The　expression

（4．26）agrees　with　the　results　obtained　from　the　macroscopic　theory2・3・‘）．　In　the　same　way　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…f・（・・ρ’・，…）一εR（E憲゜）＋2・・（・・ρ’A・・）・　　　　（・…）

whi・h　d・・e・n・t・・rre・p・・d　t・the　re・ult　f・・m　th・mac…c・pi・th…yby　rea・・n・f　th・f・・t　th・t・Lseft

and　Lg　are　essentially　of　the　microscopic　character．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　ロ　　　　If　the　interaction　energies　between　atom　are　very　small　as　compared　with　the　one－atom　excltatlon

energy∠（ρ」）（this　is　the　usual　case　for　FrenkePs　excitons），we　may　replace　Eμ゜in　eqs．（4．21）～（4，25）

by　4・typi・al　val…f∠（ρ。），　with　th・・e・ult　th・t・q．（4．21）i・i・d・p・nd・nt・f　the　e・・it・n・n・・gies

to　be　solved．　Thus，　from　eq。（4．8a），　we　can　obtain　the　exciton　energies　of　the　system．4　by　diagonalizing

theσAnA×σAnA　matrix　constructed　from　Deff（K）Aρ’A，4，　k），　if　the　components　of　the　tensors　gR（40）

and　P（2λ’，0）are　known．　We　emphasize　here　that　the　formula　for　f（λ2’，　k）　given　in　ref．7is

very　useful　for　numerical　calculations，

　　　　The　formulae　der量ved　in　this　paper　will　be　utilized　for　analyzing　the　experimental　data　of　lead

hal三des　which　contain　four　lead　ions　and　eight　halogen　ions　per　unit　cell．　The　result　will　be　reported

．elsewhere，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　』
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