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Chapter　1

Introduction

1．1 Motivation

The　ullcertaill，　inconsistent　and　incomplete　nature　of　hl】mall　knowledge　makes　it　dif丑cult

to　deal　with　it，　on　computer，　To　halldle　the　ullcertainty，　fuzzy　set　theory　has　been　proposed

and　developed　in　several　fields［1，2］．　With　fuzzy　sets，　if－then　style　rules　can　be　a　powerful

tool　to　represent　knowledge　in　readable　way．　The　if－then　rule　is，　however，generally　deTived

from　a　hunlan　expert　ill　a　heuristic　way，　and　thus　some　rules　lnay　be　inconsiste皿tうthat　is，

some　conflicts　with　others．　In　the　practicaユlarge　scale　problem，　the　complete　description

of　kllowledge　is　iml）ossibleラwhich　involves　the　lack　of　illformation．　Therefore，　fuzzy　sets

and　if－then　rules　are　subject　to　be　tu皿ed　by　trial　and　error，　The　manual　derivation　of

if－then　rule　is　cul・rcllt　issue　in　fuzzy　inference　methods，　and　several　autonlated　approaches

have　been　attempted，　including　fuzzy　neural　network　systems，　self－learning　systems　based

on　a，　genetic　aユgorithm，　a．lld　adaptive　networks［3，4］．

　　　Neural　Networks　are　aユso　widely　used　to　inodel　uncerta三n　rea．soning．　In　neural　net－

works，　human　knowledge　is　used　to　learn　how　to　behave　like　the　expert．　After　learning

asu伍cient　number　of　iterations，　the　network　can　alpproxilnate　any　glven　lea、rning　data．

The　results　of　this　learning　are，　however，　numeric　vallles　of　weights　and　thresholds　that

are　Inea．ningless　unless　interpreted．　Moreover，　a　practical　large　problem　with　Inany　inputs

requires　computationai　power　to　learn　a　knowledge．　Acquisition　of　a　underlying　principle

of　knowledge　is　therefore　an　important　issue．

　　　To　overcome　these　drawbacks，　we　have　proposed　new　approaches　to　knowledge　ac－

quisition　based　on　fuzzy　switching　functions［12，13，14］．　A　fuzzy　switching　function　is　a

mapping∫：［0，1］n→［0，1〕that　can　be　represented　by　a　single　logic　formula．　A　logic

formula　consists　of　logical　connectives　and，　or，　not　defined　by　minimum。　maximu皿，　and

lminus．　For　example，　we　illustrate　a　fuzzy　sw三tching　model　in　Figure　1．1，　where　a　single

logic　formula　F＝＠〈のV（～y）represents　a　mapPing　F：［0，1］2→［0，1］・With　input　of

α＝（0．2，0．7）ラthis　siinple　logic　formula　F　replaces・T　by　O・2，シby　O・7，　and　gives

F（0，2、O．7）＝max（miI1（02，0．7），1－0．7）＝03，

which　can　be　simulated　ullcel’tain　reasoning　ill　ou1’mind．

6
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x A

V ノrx，　y，

y ny

Figure　l．1：Fuzzy　swltching　fllllctio1’11110de1／f’；（ユ｝〈！ty）〉（汐）

　　　The　study　of　fuzzy　switching　function　began　early　in　the　history　of　fuzzy　theory，　alld

have　been　investigated：fundamental　properties［6，8］；minimization［7］；necessary　and

suflicient　condition［91；representation［10］；and‘111alltizatioll［］1］．　These　known　properties

are　useful　in　deriving　a　unique　logic　formula　systematically，

　　　In　our　approach　we　use　a　logic　f（）rmllla　instead　of　if：then　rules　or　neural　networks

modeL　The　logical　description　of　the　knowledge　is　readable　as　mllch　as　if：then　rules．　The

siglli且cant　feature　of　descriptioll　by　a　sillgle　logic　forlnula　is　consi．s’tency　and　ulniquenesJs．

The　inconsistency　of　a　learning　data．　ca1U）ecanceled　in　extracting　the　logic　formula，　which

allows　consistent　description　only．　Evell　lf　a　given　knowledge　is　incomp正eteラby　verifying

the　condition　of　uniqueness　we　ca．n　detect　the　lack　of　information　of　the　knowledge．　We

cla．rify　the　necessa．ry　and　sufriciellt　conditions　for　knowledge　to　be　consistent　a．nd　to　be

complete，　that　is，　the　logic　formula　can　be　determined　uIliquely．

1．2 Coffee　Problem

Before　we　go　illto　the　detail，1et　us　collsider　a　simple　problell1，　calledら℃ofi赴e　prQblem，”

which　would　help　to　understand　the　problem　that　we　are　going　to　deal　with　in　this　thesis．

Coffee　Problem
　　　　Some　people　like　bla、ck　coffee，　some　with　milk，　sugarヲor　both．　Preferellce　in　coffee

　　　　depends　on　individuals．　SupPose　there　are　three　cups　of　coffee．　Cup／1　is　black，　cup

　　　　五｝has　milk　and　sugar，　and　cup　C　just　has　milk．

　　　　Acoffee　sommelier（？）salnples　each　cup、　and　replies　the　three　q疋1estion：

●Do　you　think　there　was　sugar　in　the　coffee？

●Do　you　think　there　was　milk　in　the　coffee？

●How　good　was　it？

He　replies　with　the　fuzzy　truth　vahe　shown　in　Table　1．1，where　l　means　yesりOmeans

no．　and　O，5　means　unknown．
　　’

Determine　the　colnpiete　range　of　his　liking　fbr　coffee。　Does　he】ike　coffee　with　sugar

but　no　lnilk？

　　　In　this　case，　he　seems　to　prefer　sugar　as　in　cup・B，　and　hates　nlilk　ol’the　lack　of　sugar

as　in　cup　C，　Thus，　we　can　infer　meaningful　conclusions　from　uncertain　information　such

as　tha、t　in　Table　1．1．
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Table　i．1：Preference　in　c．offee

CUPみ cup．β cupσ
Sllga「

高奄撃汲

aste�

．40

D30

D7�

．80

D60

D8�

20
D90

D2

．3 hesis　goals

he　coffee　problem，　al　simple　uncertain　knowledge　acquisition，　can　be　represented　as　a

nathematicall　expression．

　　Let、4　and　B　be　a丘nite　set　of　objects．1くnowledge　is　regarded　as　a　mapping∫with

ema、ill　A、　and　rallge　lヲ，　tha．t　is，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／：A→B，

here∫1naps　ea．ch　elemellt　of．4　to　a．n　elemenもof　B．　In　fa、ct，止lowever，　it　is　impossible

o　derive　the　complete　range　of　the　mappillg∫from　a　human　expert　as　mentioned　in　the

offee　probleln．　Thus　f　is　restricted　to　the　domain，　a　subset　A／of　A，　that　is，

’lA’→B，

hich　is　ca，11ed　restriction　of　f，　and　so　the　three　cups　of　coffee　call　be　expressed　by　three

quations　defined　l）y，

ソ（0．4、0．8）　＝　　0．2ラ

！（03，0．6）　＝　　0．9，

’（0．7，0．8）　；　　0．2，

llere、4＝｛（0．4，0。8）ッ（0．3，0．6），（0．7，0．8）｝∈V2．

　　The　attempt　of　uncertain　knowledge　acquisition　is　to　approximate　knowledge／only

y　having∫1．　To　solve　the　problem，　we　have　several　models　of！，　which　fbrmalizes　sev－

ral　subgoals：an　identification　problem　of　fuzzy　switching　fullct三〇n、　of　P－fuzzy　switching

unctiQn，　and　of　Iくleenean　function；a飢ting　problem　of　fuzzy　switching　function　as　follows．

，Idelltification　of　fuzzy　switching　fumction（Chapter　3）

　　Consider　a　mappingノ’：、4→［0，1］where　A　is　a　subset　of［0，1］几．

i）．Show　if　there　is　a．t　least　one　fuzzy　switching　function　F　such　that∫’（α）＝F（α）

　　　for　al1α∈A（representable）．

ii）．　If　so，　show　the　uniqueness　of　identification．

ili）．　Obtain　the　logic　for111ula　F　representing　f’・

．Identification　of　P－fuzzy　switching　function（Chapter　4）

　　　Suppose　that　mapping　fi　is　a　restriction　of　P－fuzzy　switching　function　that　is　rep－

　　resentable　by　sum　Qf　prime　imPlicants・
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（i）．

（ii）．

（iii）．

Show　if　there　js　at　least　one　P－fuzzy　switching　functioll　Fp　such　that∫ノ（α）＝

Fp（a）for　allα∈A（P－represelltable）．

Show　the　ulliquelless　of　Fp，which　is　called　P－ulliqll（）llesS，

Obtaill　the　logic　forlnula　Fp　that　consists　of　pri　nle　ilnplicants　only．

3・Identification　of　Kleenea・n　function（Chapter　5）

　　　　Suppose　that　mapping∫’is　a．　restriction　of　fuzzy　switching　fl111ction　with　some

　　　constant　value　of［0，11，　which　is　called　Multiple－valued　Kleenean　function　or　just

　　　I〈1eeneall　function．

（i）．Show　if　there　is　at　least　one　Iくleenean　functioll　Fk　such　that∫’（α）＝．Fk（a）for

　　　　all　a∈A（K－representable）．

（ii）・　Obtain　tlle　logic　for1皿ula　Fk　that　consists　of　variables，　lo9重cal　connectives，　and

　　　　c・nstants・f［0，1］

4．Fitting　fuzzy　switchlng　function（Chapter　4）

　　　　Suppose　tha．t　lnappilLg！’is　a　restriction　of　fuzzy　switcllillg　fullctioll　which　illcludes

　　　　SO1皿e　nolses．

（i）．Find　the　fuzzy　switching　fullctioll　f＊

　　　fi，

with　the　shortest　distallce　to　the　ma，pping

（ii）・Obtain　the　best　logic　forlllu正a　F＊that　a．Pproximates　IllapPingノノ．

　　　The且rst　problem，　identification　of　fuzzy　switc．hing　function，is　fulldamental　and　thus

the　result　will　be　used　for　the　other　problerns．　Especially，　the　properties　of　silnple　and

complementary　phrases　should　be　clari丘ed　ill　order　for　representation　by　a　logic　fbrlnula．

　　　In　the　second　problem，　We　use　a，　P－fuzzy　switching　fllnctioII　instead　of　the　standaId

fuzzy　switching　functiolL　A　P．fuZiY　switching　fatrzction　is　a　special　class　of　fuzzy　switching

function　that　call　be　represented　by　a　disjunction　of　prime　implicants　only．　Since　P－fuzzy

switching　function　never　contains　lneaningless　complementary　phrase　such　as（～コじくx），　it

can　silnplify　result　of　knowledge　expression．

　　　In　the　third　problem，　we　study　yet　allother　multiple－valued　function．　A　multiple－valued

K∬eeneαn　function　is　an　extension　of　fuzzy　switching　function　so　that　a　logic　formula

consists　of　any　constant　value　of［0，1］，　while　traditional　fuzzy　switchillg　function　has　no

constant　except　O　and　L　Cle＆rly，　Kleenean　fullction　could　make　an　inconsistent　restrictiol

of　fuzzy　switching　function　be　representable　with　arbitrary　constant　values．

　　　The　last　problem　is　not　an　identiicatiol1．　We　shal　notice　that　solne　error　and　in－

completeness　involved　by　human　respollse　could　spoil　the　consistency　of　any　classes　of

functio血s．　Henceラwe　suppose　a　human　expertラs　response　based　on　a　logic　f（）rmula．　but

with　some　noise，　and　then　attempt　to　nt　fuzzy　switching　functiolls　to　the　underlying

knowledge．　Since　this　approach　is　a、n　approxinユatioll，　there　must　exist　a　unique　solution

for　any　given　restriction．　Hence，　we　can　omit　to　study　a　condition　f（）r　uniqueness．　This　is

asignificant　fe　ature　for　practical　apPlications，
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1．4 Thesis　Structure

The　thesis　collsists　of　eight　cllapters．

　　　Chapter　l　Introduction　a、ddresses　the　difficulty　ill　modeling　uncertain　rea、soning，　and

de貧lle　three　si　inple　problems，　tha毛are　the　goaユs　of　this　the8is．

　　　Chapter　2　FuごβシSωitching　Fztnctions　reviews　the　fundalllental　definition　and　properties

examilled　so　far　illcluding　the　MOIIOtOllicitY，　the　normality，　and　the　quantization　theore111．

　　　Chapter　3∬〔∫entification　studies　partially　specified　fuzzy＄witching　functions　called

restrictions　and　clarified　some　important　properties　which　will　be　llsed　in　the　following

sectiolls・Some　of　new　collcepts　are　taken　in　this　section．　Quantized　sets，　which　are　sets

of　ternary　elements　of｛0，0．5，1｝7占，　is　defined　by　the　fuzzy　elements　of　the　givell　learning

data・Expansio・1，　which　is　conjllnction　with　regularity　or　monotonicity　of　the　restriction，

are　defined　by　the　corresponding　qu　a，ll　t，　ize〔l　sets．　After　investigates　some　properties　of　the

qllantized　sets　and　expansions，　the　necessary　and　suflicient　conditions　fbr　a　restrictioll　to

be　represented　by　a　fllzzy　swjtching　functloll　are　clarified．　In　addition，　the　uniqueness，

which　shows　the　learning　da．ta　can　be　represented　uniqlle　fuzzy　switchlng　fullction，　is　a】so

clarified．

　　　Chapter　4、P－Fuzgy　5▼ivitching　1’1～ρ昭ゴoη5　discusses　the　siml）1三fication　pi’oblein　of　the

derived　logic　fonnula．　Sillce　the　complelnentary　la，ws　do　not　hold　in　fuzzy　logic，　the

extra．cted　Iogi（：forl夏1ula　Illa．y　illclude　Inea、11iIlgless　phra，se．　In　this　chapter，　P－fllzzy　switching

fllllctiolls　is　introduced　as　a　way　to　eliminate　the　redundant　description　and　obtain　the

silnplified　logic　fbrllmlae，　A　P－fuzzy　switching　function　is　a　meaningful　class　of　fuzzy

switcllillg　fullctions　tllat　can　I）e　represented　by　prime　implicants．　The　necessa、ry　and

suMcient　conditions　fbr　any　givell　learning　data　to　be　representable　with　P－fuzzy　switchillg

functions，　alld　to　be　expressed　by　a　ulli（111e　logic　forinula，．

　　　Cha，ptcr　5　k’lcenea　7i　Fitnctions　studies　the　identification　problem　of　fllzzy　switching

flmction　wlth　constant　values　of［0，1］，　which　is　called　al　Multiple－vallled　Kleenean　fllnc－

tion　or　just　a　Kleeneall　fullction．　After　sonle　of　the　fundamental　properties　of　Kleenean

functiolls　are　clarified，　we　de且11e　some　extellde（I　qualltizations，　strollg，　weakりand　qua，si

quantlzations．　Main　result　is　Theorem　5．7　whicll　clarlfies　a　necessary　and　suflicient　con－

dition　for　an　identification　problen）of　Kleelleall　function　to　be　solved．

　　　Chapter　6　Fitting　studies　the　identificatioll　I）roblem　with　some　errors　in　learning　data．

This　sectlon　provides　an　algorithm　tllat　takes　a　piece　of　knowledge，　which　is　to　be　used　as

learning　data，　and　calculates　the　logic　formula，　with　the　shortest　distance　to　the　learning

data．　The　problem　is　solved　in　three　steps；first，　the　given　data　is　divided　into　some　slnall

problems，　called　Q－equivalent　dasses；second，　the　local　distaIlces　between　the　given　data

and　each　local　fuzzy　switching　functions；and　the　last，　the　shortest　distance　is　obtained

by　a　modified　graph－theoretic　algorithll1，

　　　Chapter　7　Examples　demonstrates　the　proposed　algorithln　based　on　the　results　de－

scribed　ill　the　thesis　by　simple　evaluation　probleln　with　fbur　illput　variables．　It　shows　how

knowledge　can　be　extracted　fro111　the　learning　data、，　and　how　Inany　inputs　can　be　solved

in　the　proposed　algorithm．
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　　　Cha．pter　8　Conclusion　summarizes，collchldes　and　indicates　the　direction　of　fしltllre　work

based　this　thesis．　The　rna，in　results　of　this　thesis　is　some　necessary　and　suMcient　conditions

of　restrlctions　that　are　used　in　ullCelita，ill　kllowledge　acquisitiol1．

　　　We　summarize　the　types　of　problem　and　models　discussed　in　this　thesis　on　Table　1．2，

Table　1．2：Problem　types　and　models
problem model chapter

Idelltification

hdeltiflcation

hdenti且cation

@　Fitting

　　　　fuzzy　switchillg　function

@　　P－fuzzy　switching　flmction

高浮撃狽奄垂撃?|valued　Kleeneall　function

@　　　fuzzy　switching　function

3
4
5
6　　　The　major　contribution　of　this　thesis　is　to　demonstrate　the　viability　of　knowledge

acquisition，　ullcel’tain　reasoning，　a　new　fuzzy　illferellce，　expert　systems，　fuzzy　allalysis

techniques，　evalua．tion　problems，　and　modeling　lluman　reasoning．
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1．5 Glossary　of　Symbols

v
v2

玲
If　「t

A

α
7
0c

ル
c（∫）

c＊（∫）

σP（∫）

P（／）

乃
．fk一

αα

βA

F
八

〉

～

aλ

旦λ

Qx（a）

駕

［α】

増
右（f）

Set・f　truth　vahles，［0，1］

Set　of　trllth　values，｛O，1｝

Set　of　truth　vahlesっ｛0，0．5つ1｝

n－di111ensional　Cartesian　product

Restrictioll，　or　lea，rlling　data　given　l）y　human

Domain　of　restrict｝on∫o

Ra．nge　of　restriction．fo

Elemellt　of／1，α＝（α1，．．．，αn）∈vn

Element　of　B，δ∈レ

Elemellt　ofσ（∫）．　c＝（c1，．．．7Cn）∈V・；i

Va，riables，　a：＝（2’1，，’．，x，、）

Restriction　of／by〆1

Quantized　set　of∫

Expansion　of　qualltized　set　of／

P－expallsioII　of　quantized　set　of∫

P－resolut，ion

P－fuzz．y　switching　function

Kleeneall　flmction

Simple　pluase　correspondillg　toα∈V『

Co111plelllentary　phrase　corresPondhng　toα∈顎野一▽＞n

Logic　formula

Logica，l　operator　calledαnd

Logical　operator　called　or

Logical　operato1’called　TLot

Pa・rtially　ordered　relation　of　a，in　bigui　t．｝・

Strict　palrtia．11y　ordelled　relation　of　alllbiguity

（Stron9）Quantization　ofαbyλ

V▽eak　quantizat三〇Il　ofαhy　A

Qllalsi－quantizatioll　of　a　byλ

Q－equivalent　relation

Q－equivalent　class

Partially　defined　fuzzy　switching　fmlction

Possibility　of　function／forα∈レ『

12



Chapter　2

Fuzzy　Switching　Functions

111this　chapter　we　review　the　baslc　definition　of　fuzzy　switching　functions　and　sllmmarize

some　of　their　important　properties；t｝1e　lnollotollicity，　thc　Ilormal三ty，　the　qlla，IltiZatiOII，and

the　represelltation　tlleorems．　Ill　Chapter　5，　we　will　recall　the　defillition　of　logic　forlnulaso

that　it　can　contahn　any　arbitrary　constant　of［0ッ1］．　While，　we　use　only．　two　consta．11t　value

of　O　and　l　ill　this　sectiol1，

2．1 Basic　Definitions

2．1．1　Fuzzy　Switching　Function

Definition　2．1　Let　V；［0，1ユ，1・f2＝｛0，1｝，and　V3＝｛0，0．5，1｝be　the　sets　Qf　truth　values，

Alogic　formula　consists　of　constants　O　and　1，　variables　xl，．．．，xn，　a，nd　logical　operators

and（〈），　or（V）and　not（～），　defined　a．s　follows：

Xi〈2ワ＝zぎユ与＝min（Xi，［v．i），

Xi＞¢」＝Illax（鈎，吻，

　　～Xi；1－　CVi．

Afunction　from　the　domain　n－djmensional　Cartesian　product　Vn　to　the　raIlgeレis　called

an　n－variable　fu．zxy　function．　A　fuzzy　function　representable　by　a　logic　fonllula　is　calied

an　n－variable　fuuy　switching　fu　nction　or　fuzzy　logic　function．

To　avoid　having　formulas　cluttered　with　brackets，　we　adopt　the　following　precedence：

～ 〈 〉．

Thus　the　Iogic　formula．F＝（LfV＞（（～．T）〈y））can　be　represented　simply　as　F＝．T　V～z〈y

orF＝ωV功。
　　　Hereafter，　we　silnply　call　a　fuzzy　switching　function　to　meanγL－variable　fuzzy　switchillg

function．

13
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2．L2　Partially　Ordered　Relation　of　Ambiguity

Oll　the　set　of　truth　vallle　V，　a　partially　ordered　relation　with　respect　to　an　ambiguity　is

defined　a，S　fol10WS．

Definition　2．21・etαand　b　be　elements　of　V．　Thenラα≧ゐif　and　only　if　either　O．5≧α≧b

or　b＞α＞0．5．

　　　The　rela，tionとcan　be　extended　to　yηby　lettingα＝（α1，．．．1an）and　b＝（blラ．．．，bn）

be　elemellts　of　Vn，α≧b　if　and　only　if　砺≧bi　for　each　i（i；1亨．．．，Tb）．　Any　two

elenlentsαin［0，0．5）and　b　iIl（0．5，1］are　llot　coInparable　wlth　respect　to≧．　We　denote

this　byα≧Eわ．

　　　Occasionally．　we　writeα〉－bto　lnean　thatα≧6andα≠b．

Example　2．1　Given　a　partial　order≧，　we　ca、ll　draw　a　Hasse　diagram　on　a　finite　set　of

ti’ut，h　values．　The　follQwing　diagram　shows　that　O，8≧1，0．4≧二〇．2，　and　O．4と0．8．

0．5

0．4

0，2 0．8

0 1

Figure　2．1：The　partial　ordered　relation≧

　　　Clearly，α≧αfor　any　elementαof　V．　The　greatest　element　with　respect　to≧is　O。5

alIld　the　least　elelτ1ents　are　O　and　1，

　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　

2．1．3　Quantlzatlon

For　a　treatment　of　infinite　number　of　fuzzy　truth　vahles　with　some　finite　number　of　ele－

ments，　we　introduce　a　quαnだzα‘ion　of　fllzzy　truth　va，111e　in　this　sectiolL

　　　Aqu，antization　is　a，　unary　operationl　that　lllaps　a　value　inレto　one　of　the　three　values

in玲．

Definition　2．3　Let　x　andλbe　elements　of　V，　A　guαηご蜘オづor而λof　x　byλis　an　element

of「レf3　de且ned　by：

＝
λ

一
コ
じ

　O　　　if　O≦x≦r〔1in（λ，1一λ）≦0．5，　x≠0．5，

1　if　O．5≦max（λ，1一λ）≦x≦1，x≠0．5，

0．5　0therwise．

Let　x＝（2’1，＿．1xn）be　an　element　of　Vn．　A　quantization　of諾byλis　an　element　ofレbn

d・負・・d　by　iλ＝侮λ，，．．，砺λ）．
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x

05

0

0 1X

Figure　2．2；The　quantiza，tion

　　　Figure　22　illustrates　the　mapping　made　l）y　the　quantization．　The　quantization　parti．

t三〇lls　the　set　of　trutll　values「レ「illto　three　sets　「レT3．

Example　2．2

　　　　　　　　　　．8
　　　　　　　　　　　；（O，1，0．・5）t（0．2，1，0．6）

＝一一一一一一一｛〕．5
（0．5，1，0）　　＝（0．5，1，0）．

Notico．．　tha、t　quantizations（，f　O，1，　and　O．5　a，re　always　identical　to　themselves，　that　is，

び＝0， ，ア；1， 0．53壁；0．5

for　any　ユ・　of　l／r，　also

＿入　　　　＿1－A
x’　＝　　　　［じ

fOr　any　x，eSpecially，

♂＝ア1．

2．1．4　Represelltation　of　Fuzzy　Switching　Functiolls

Afuzzy　switching　function　can　bereprese1止ted　by　a　disjunctive　forln　which　is　a　disjunction

（or）of　solne　conjunctions（αηの．　However，　since　the　colnplementary　law＠ゴ〈（可）＝O）

does　Ilot　ho正d　in　fuzzy　logic，　we　have　two　phrase　types．　One　is　a　complementary　phT’ase，

which　contains　a　literal　and　its　negation　such　as　xi〈侮），　the　other　is　a　simple　phrase．　A

co111plelnentary　phrase　tha．t　contaills　all　variables　is　called　a　complernentαry？ninterm・

　　　These　two　kinds　of　phrase　correspond　to　elements　of　V3n　in　the　following　way．

Definition　2．4　Letαand　b　be　elements　of耳野and　V3n一レ穿’，　respectively．　A　simpte

phraseααcorresponding　toαis　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αα＝τ11〈…〈婿η，

　　iMukaidono　has　de盒ned　another　quantization　forλ∈［0，0，5）［10］，　which　is　esseIltially　equal　to　De無ition

23．This　allowsλto　take　ally　value　ill［0，1］hl　order　to　simp！ify　later　discussions．
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where　for　every　i（i＝1，一｝．，τ｝，），

a↓

i

Acomplementary　phra．seβゐcorrespollding　to　b

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　βう＝x

where　for、every｛（i＝1，．＿，π），

　bi

Xi　；

Xi　if　ai＝1

万　if砺＝0
1　　　ifαi　＝＝0．5．

　　　　　is　de且ned　by

l1〈…〈x隻・，

．Ti　　　ifδゴ＝】

酉　　if　bi＝0
ご～］i乏マ　　玉fbi＝：0．5．

Example　2．3　All　elementα．＝（0，0．5，1）∈玲3　corresponds　to　the　simple　phraseαα＝

～a，1〈x3　alld　to　tlle　c．omplementary　Phraseβα＝～xl〈x2〈～τ2〈1：3．

2．2　Properties　of　Fuzzy　Switching　Functions

Froili　Definition　2．1，　the　following　propcrty　is　trivially　true．

Theorem　2．1（Normality）Let∫be　a　fuzzy　switching　function．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α∈1／27i⇒f（α）∈v2．

Theorem　2。2（Monoもonicity）［8］Letαand　b　be　elements　of　V”ラand∫be　a　fuzzy

swltching　functio1L

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α≧b⇒　f（α）≧／（b）

Corollary　2．1　Letαand　b　be　elements　of　Vn，　alld∫be　a　fuzzy　switching　function．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　α）＞b，／（α）∈｛0，1｝⇒f（b）＝／（α），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　α｝　b，　a＞　c，　f（b）＝1，f（c）＝0⇒f（α）＝0．5・

Theorem　2．3（Quantization）［8］Let／he　a　fuzzy　switching　function，　andαbe　all

elelnent　of　Vn．　Then
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（α）λ＝！（dλ）

fbr　all　λ　of　y．

Theorem　2．4［10］Let　f　and　g　be　fuzzy　switching　functions．　Then，∫（a）＝9（a）for　every

elelnentα・of「レ冠1，　if　and　only　if／（α）＝9（α）for　every　elementαofτ／rn・
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　　　This　theorem　shows　that　a　fuzzy　switching　function　is　uniquely　determined　by　its

values　on　the　elemellts　of驚．　We，　tllerefore，　call　identify　severa正fuzzy　switching　functions

by　exa皿ining　whether　they　are　equal　or　not　on　the　ternary　truth　table　in　a　finite　number

of　steps．

Lemma　2．1　For　any　simple　phraseααcorrespondillg　toα∈瑠，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αα（a）；L

　　　For　any　complementary　phraseβb　correspond5．ng　toわ∈驚一壁，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β6（b）＝o，5．

Proof．　Proof　is　omitted． 口

Example　2．4　An　ele111entα＝（0．5，1，0）∈理corresponds　to　a　simple　phraseαα＝

．Q：　2〈～，2：　：3　a，nd　a　connpleiiieiltary　phrase　t5a．＝xl〈～xl〈．z’2〈a；：3．

　　　Tllell，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a・・“，（α）＝1，βα（α）＝o・5・

Lemma　2．2　Letααalldβうbe　a　s1mple　phrase　and　a　complernelltary　p｝ua8e　correspondillg

tOα∈　1／写L　a．lld　b∈V，7i’－1・TiiラreSpeCtiVely．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α》わ　⇔　αa（b）＝1

Proof．　Whenα｝b，　a・　‘L（α）〉αa（b）［Theorem　2．2］．　Henceαα（b）＝1，　sinceαα（α）＝1

［Lemma　2．1〕．

　　　Conversely，　suppose　tha，t，αα（b）；1．　If　ai＝1then　bi＝1，　hence　ai＞－bi，　Ifαi＝O

theli　bi＝0，　hence　ai＞－bi．　Ifαi＝0．5　thenαi＞－　bi　for　any　bi．　Consequently　ai＞－bi　for

eacll　i．　which　Illeansα〉－b．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
　　　　　’

Lemma　2．3［12］Letαa　be　a　simple　phrag．e　corresponding　to　a∈レllL　and　b　be　an　element

・f瑠一Vノ，respectively．　lfαα（b）＝0．5，　there　exists　c　d琴1　sllch　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α〉－c，b＞－c．

Proof．　Suppose　thatαα（b）＝0．5．　If　ai＝Othen　bi∈｛0．5，0｝．　Ifαゴ；1then　bi∈｛0．5，1｝．

Ifαi＝0．5　then　bi∈V3．　Thus，　for　each　i，　at　least　either　ai　7　bi　or　bi》αi．　Hence，　ai　and

bi　are　aユways　comparable　with　respect　to｝for　every　i．　Therefbre　there　exists　all　elemellt

c＝（clラ．．．，cn）of　V3n　such　that　ci＝glb卜｛αi，bi｝where　glb　is　the　greatest　lower　bound．

Thecholdsα〉－cand　b》－c．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Example　2．5　Letα＝（0．5，0）and　b＝（1，0．5）in　V2．　Then，αcorresPonds　to　a　silnple

phraseαα（x，y）＝～シラand　so

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　頃b）＝1－0．5＝｛〕．5，

hence，　there　exists　c∈聯whlch　holds

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α≧：わ，　　b≧：c，
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L・mma・2・4　L・tα・，・d　b　be　element・・f　V”，　fib　b・…mpl・m・nt・・y　ph…ec・rre・p・ndi・g

toわ，

a＞－b　　⇔　　 βう（a）＝0，5．

P…£Whe・a＞－b，βb（a）〉一　／3b（わ）［Th…em　2・2］・The・ef・・eαα（b）－0，5，・inceβう（b）＝

0．5［Lennna　2，1］．

　　　C・nversely，1・tβ6（α）＝0・5．　lf・bi－1then・・∈｛0，5，1｝．　lf・bi＝Othen砺∈｛0．5，0｝．　If

bi；0．5　thenαピ；0．5．　Thus，砺）’bi　for　every　i，　that　is，α〉－b．　　　　　　　　　　　　　□

Lemma　2．2　and　Lemlna　2．41ead　tQ　the　followlng　corollary．

Corollary　22

α》－b ⇔
a・・fL

ib）＝1 ⇔
βう（α）＝0．5

Theorem　2．5（Representation　Theorem）
sent．ed　by　a．1・gic　f・rmulaF：

Any　fuzzy　switching　fmlction∫is　repre一

F＝　　V　　a，　fi　V　　／3　b

　　　　α∈f”1（1）わ∈∫－1（0．5）

where　f　1（1）a．11d！－1（0．5）are　sul）sets　of、タL　de且11ed　by

f－’（11）＝｛a．∈畷1！（α）＝i｝

a・　ct　is　a　simple　phrase　coi’res　ponding　toα，

tob．

i＝　1，0．5，

andβδis　a　conipleinentary　phrase　corresponding

Proof・We　prove　that∫（α）＝F（α）for　allα∈τ穿uslllg　three　cases：／（α）＝1；∫（α）＝0．5；

∫（α）＝1，

　　　VVhell　ノ（α）　＝　1，α　belollgs　to　f　i，　tllereby．　there　ex三sts　the　corresPonding　sinlple

Pllraseααill　F　such　that　cY　CI（α）＝1≦17（α）．

　　　When　f（α）＝0．5，　there　exists　a　comple111elltary　phraseβαin　F　that　corresponds　to

α．By　Lemma　2．1，fi“’（α）＝0，5≦F（α），　There　is、　however、　Ilo　simple　phraseα’in　F　such

thatαノ（α）＝1．　Otherwise，　from　Lenllna　2．2，　we　have　the　correspolldillg　elementαノsuch

thatα’≧α．　Thereby，　however，ノ（α’）；land／（α）＝0．5　violate　rnonotonicity　of∫．

　　　Whe1ヴ（α）＝O，　there　is－o　simple　phraseα’such　thatα’（a）≧0。5．　Otherwise，　from

Lemma　2．3，　for　the　correspollding　elemelltα’ofαノ，　there　exists　c∈驚such　thatα’≧c

andα≧c．　However，　f（α’）＝1，／（α’）＝Ocalmot　satisfy　rnonotonicity　with　c。

　　　Moreover，　there　is　no　complementary　phraseβiII　F　such　thatβ（α）＝0．50therwise言

by　Lemma　2．4　we　haveα1：bfor　the　the　corresponding　b　ofβ．　Howeverラsince∫（α）＝O

and／（b）≦0．5，　this　violates　the　MOIIOtOllic，ity　of／．

　　　As　we　have　showll，／（α）＝F（α）for　allα∈τ・写乙．　Therefore，　by　Theoreln　2．4，　we　have

／（α）＝F（α）for　all　elenients　of　Vn．　This　implies　that　that　logic　formula　F　represents

fuzzy　switching　function／．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
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　　　Note　that　the　logic　formula　F　defined　here　is　not　in　fllzlY　canonical（lisj’τtnctive　form

ill　the　sense　of　Mukaidono［10］，　but　F　is　also　uniquely　determined　for∫．　By　applying　the

absorption　law，　F　can　be　simplified．　We　show　tha．t　by　an　examl）Ie．

Example　2．6　For　a　fuzzy　switching　function∫given　by　the　ternary　truth　table　in　Ta－

ble　2．／．　we　have
　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　ノー1（1）　；　｛（0，0），（0．5，0），（1，0），（1，1）｝

　　　　　　　　　　　　　　　∫－1（0．5）　　＝　　｛（0，0．5），（0．5，0．5），（工，0．5），（0．5，／）｝

　　　　　　　　　　　　　　　Vαα＝－XNY　V－ly＞：1；一〃v・y

　　　　　　　　　　　　　α∈∫　1（1）

　　　　　　　　　　　　　　　V　　β占　＝　～‘じツ～y＞x～xy～11v・ry～yVa」～！ノvt～x：ワ

　　　　　　　　　　　　b∈∫一・（o．5）

In　a，ccorda．nce　with　Theorem　2．5　alld　the　absorptioldaw，　we　have　a　simple　logic　formula

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F；〉αα＞＞βう

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α∈∫－1　　　　　b∈∫－1（0、5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　～yV2，シ・

Table　2．1：ternary　truth　valueノ

弗 0 ．5 1

0
．
5
1

1
．
5
0

1
．
5
．
5

1
．
5
1



Chapter　3

Identification

The　purpose　of　this　section　is　to　establish　a　gelleral　method　to　find　a　fuzzy　switching

functioll　represelltillgagivell　restrictiolL　The　met｝lod　can　be　considered　as　an　approximate

I’easoning．　This　is　the　first　step　to　ullcel’taill　reasoning　based　oll　fuzzy　switching　functions．

　　　The　llla．ill　result，s　a．re　the　necessary　alld　sllHicient　conditions　for　a　restriction　to　be

represented　by　a．　fllzzy　switching　fu　tlction，　and　for　the　fuzzy　switching　function　tQ　be

ulliquely　determilled．　Tllese　conditions　lnake　the　proposal　different　than　the　conventional

inference　methods　such　as　iieural　i｝etwQrks　or　fllzzy　inference．　This　difference　wnl　be　given

a，s　a　colnparisol1、vith　collvelltiollal　Illethods．

3．1 Introduction

Apploximatereasoning　ls　currently　beillg　stlldied　a．s　a　way　of　dealing　with　uncerta，in　knowl－

edge．　It　is　extrelnely　difficult　to　make　all　exact　model　of　human　knowledge，　because　of　its

essential　indefiniteliess　and　ullcertaillty．　Tlms　several　Inethod＄to　approximate　uncerta，ill

kllowledge　have　been　proposed　such　as　nellral　Iletworks　alld　a　fllzzy　inference．　Here　we

rega．rd　our　exact　knowledge　a．s　al　llla，1）pillg∫f1・oM　a．丘11ite　set／1　to」B，　that　is，

ノ：．4－B，

thell　what　we　call　extract　froln　f　ls　just　a　partial　mappingノノwhich　is　restricted　to　the

domain　A’，　a　subset　of　A，　that　is，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．プ’：A’－B，

Tlle　methods　of　approximate　I・ea、sollillg　attempt　to　infer　or　reconstrllct∫froln！！．　For

examPle1，wllell　a　maPping∫outPuts　a、s　the　following，

∫（0．4ラ0．13）　；

∫（0．8，0．6）　　＝

！（02ラ0．9）　＝

O．7，

O，8，

O．2，

1All　allswer　using　fuzzy　swit．ching　fullctioIls　will　be＄llowll　in　sectioll　3．4，

20
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what　is　a　value　of　output∫（」じ，y）fbr　any（コじ，y）iI1レ2？In　this　examl）le，　three　pairs　of　inputs

and　outputs　represent　a　l）artical　mappillg／’うwhich　is　called　a　rest・riction．　A　restriction

can　be　rega、rded　a．s　a　IF－THEN　rllle　base　ill　fuzzy　illference，　or　as　a．　learning　data　ill　neuraI

networks．

　　　Solne　of　the　lnethods　have　been　applied　to　a，1）ra．ctical　use，　however，　they　do　Ilot　include

two　ilnporta，nt　conditions，γ・eprcsentability　alld　II・　T↓ig　u，　e　’n　e　，g　，s．’．

Representability

Asystem　in　which　ally　fullction　of　a．　ciass　is　representa、ble　is　called　fτmctiona．1五y　lmiqlle

for　the　class．　111　this　sense，11either　fuzzy　illferellce　llor　neural　networks　is　uni（lue　for

7｝－va．riable　functions．　（For　exalmple，　collsjder　ally　discontilluous　fu　nction）．　Thls　means

these　methods　callllot　always　aPproximate　a　given　restriction∫ノthat　might　be　entirely

inconsistent．　However　what　we　walnt　to　poillt　out　is　not　the　u11三quness且tselfヲbut　that

they　have　no　mea．ns　to　deterllline　whether　a　function　f’is　representable．　There　may｝）c

ll・anSwer　f・r　a　glven∫’．

　　　We　sa．Y　that　a　restrictioll／’is　rep’resen，f．ablc／if∫ノis　representable　by　fuzzy　switchiri．g

fllnctiOIIs，

Uniqueness

Evell　if∫ノ三s　representableラthere　lnay　llot　be　ellough　hlfbrmation　to　determ童11e／mliquely，

Nevertlleless，　a　lleural　lletwork　system　always　outputs　definite　vahles．　Thel・e　is　IIO　differ－

ellce　between　the　certainty　of　outpllt　values　lealrned　by　a　large　number　of　illputs　a、11d　the

certainty　by　only　one　il1Pllt．．

　　　We　say　al　restriction∫ノis　unique　if　a　fuzzy　switching　fullction／is　ull三quely　determined

by∫’．

　　　Ill　this　section，we　wili　attempt　to　establisll　a　new　a，Pproximate　reasoning　based　on　some

properties　of　a　fuzzy　switching　function　that　finds　thefuzzy　switching　function　representing

agiven　restrictiol1．　The　Illa，ill　results　are　the　necessary　and　sufficient　conditions　for　a

restrict三〇II　to　be　consistent　and　unique．　These　conditions　make　t｝ユis　different，　from　the

collvelltional　approximate　reasoning　methods　such　as　neural　networks　or　fuzzy　inference．

　　　Firstラwe　will　introduce　the　concept　of　quantized　sets　in　order　to　character三ze　solne

condit三〇ns，　Nextりwe　will　show　necessary　and　su缶cient　condition　for　restrictions　to　be

represental）le，　and　show　a　certain　set　in　order　for（iuantized　sets．　Finally，　we　wi11　shGw

necessary　and　suf丘cielt　condition　to　be　ullique　which　gives　a　solution　of　the　identifica、tion

problem　of　a，　fllzzy　switching　fu　ll　c，tion．

3．2 Representability

Let／be　a　mapping　f：V7し→V，　and　A　be　a　nOn－empty　SUbSet　Of　V「Tl．　A　reStriction

of　a　fuzzy　switching　function　f　to　A　is　a　mapPing　flA　defined　by　flA（a）；∫（α）for　all

elemelltsαof　A．
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　　　Here，　let　us　consider　the　c．oliditions　necessary　for　a・mapPing！！fronl　A　to　V　to　be　a

，e，t・i・ti・・∫iA，　whi・h　me…th　at　f’i・rep・e・entabl・by・1・gi・f・rm・）・・

3．2．1　Necessary　and　Su冊cient　Conditions　for　Fuzzy　Switching　Functions

The　followillgtlleorem　shows　a　necessary　and　sufficient　colldition　for　a　Inapping！’：Vn→

γto　be　a　fuzzy　switching　function．（Note　that　this∫’i8　defined　Qn　Vn，not　on！g．

Theorem　3．1［21］Amappillg∫：Vn→Vis　a，　fuzzy　switching　function　if　and　only　if：

　　　　　　　　　　　　　　（／）…maity　　　∀α∈1伊／（α）∈V2，
　　　　　　　　　　　　　　（2）Quant三zat三〇n　Theorem　　∀λ∈v　　f（α）λ二∫（dλ）．

F1・om　these　two　conditiolls（1）alld（2），　one　ca，11　derive　the　following　property［21］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）m…t・ni・ityα≧b⇒∫（α〕≧∫（ゐ）・

　　　However，　wheh　a　mapping　is　give1U）a」・tially　by∫’：A→V，c．onditions（1）alld（2）are

insu伍ciellt　to　be　a．　fuzzy　switchillg　fullCtiOll．　For　inst，allce，1et　us　consider　a　mappillg∫ノ

frQm〆t＝｛0，0．5，1｝to　V　such　tha・t：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫’（0）＝0，∫ノ（0．5）＝／，∫’（1）＝1・

Since　O、1．。。d　O．5、，e・1・cl1・・9・d　f…ny・lua．・ti・a．ti・n　byλi・1レ，　it　i・c1・a・th・t／’

、a，t，i，fi，、’ モU。diti。。（2）．1・・dditi・・，…（liti・・（1）・1・・h・1d・i・∫’・Alth・ugh∫！s・ti・且・・

botll　conditions，　there　is　no　one－variable　fllzzy　switching　function　that　satisfies　the　above

e（luatlOll・

　　　Notice　that　condit且on（3），1nonotonicity　for　aml）iguity，　does　not　hold　in∫’．　Further－

more，　we　calulot　beheve　condition（2）fbr　a，　restriction，　because　there　lnight　be　an　elenlent

α。fA，uch・．・♂¢湾f・・whi・h∫’c・n・・t　m・p　t…y・1eme・t・fV・A・w・h・ve・ee・，

it　necessa、ry　for　al　rel　triction　to　define　the　follrth　colldition　ilstead　of　the　Quantization

TheOrem．

3．2．2　Quantized　sets

hしthis　section，　we　will　introduce　the　concept　Qf　quαntiged　sets，　which　characterizes　a

I’estrictioll、vitll　solrle　subsets　of　V，TL．

D。価ti。n　3．1　L。t　A＝｛αbα、，．．μ，、｝b・a・・b・et・f巴・nd∫b・aln・pPi・g∫・A→

V．伽。翻，e孟・・f∫・・e・ub・et・・f壁σ1（ノ），σ・（∫），σ・（ノ）・ndσ（∫）d・且・・d・・f・ll・ws：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　入

6▼1（∫）

σo（f）

oσ（f）

σ（ノ）

｛ポ∈畔日α託八ヨλ∈Y，・f（a｛）＝1｝

｛可・∈剛ヨa、　E　A，ヨλ・v，　f（・、）㌧・｝

｛a・・∈馴ヨa、　E・A，・コλ∈v，　f（訂＝・・5｝

0、（／）uC・（！）u6’σ（ノ）

｛♂∈v，；L1コai　E　A，　コλ∈v｝・
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Example　3．1　The〔luantized　sets　of　a　mapphlg／（0．3）＝0．7り∫（0．6）；0．4　are　as　follows．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C71（／）一｛而゜’3｝＝｛0｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ。（／）＝｛耐’6｝＝｛1｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αu（∫）＝｛耐｝＝｛耐｝＝｛o．5｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7（∫）　　＝　　｛0，0．5，1｝．

　　　Afuzzy　switching　function∫saltisfies　the　following　property　concerllingqualltized　sets．

Theorem　3．2（disjoint）Any　quantized　set　of　Muzzy　switchillg　flmction（、’1（∫），σo（∫）

a，nd（7u（∫）is　disjoint　to　any　other　qualltized　set：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cW）∩σゴ（∫）＝の　（ノ≠ゴ∈｛o，1，σ｝）・

Proof．　Suppose　that　b∈σ1げ）∩σし1σ）．　For　the　b，　there　exist　elelnentsαa、nd　c　ill　Vn

。。d，le1。e。t、λalld。。fレ、。ch　th、、t，bニ♂＝E・，／（。ブ；1，ノ（b）丁＝O．5．　By

applying　the　Quantization　Theoreln，　we　have　the　followillg　colltradictiol1：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（＿rAa，）＝∫（b）＝1≠／（ず）＝∫（b）＝0．5。

In　other　cases　contradictions　can　be　similar！y　derived．　Hence　there　is　no　eleinent　that

belollgs　to　multiple　quantized　sets．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

32．3　Expallsions　of　Quantized　sets

Disjointness　is　a．　necessa．ry　conditioll　for　a　ma，ppillg　to　be　a　fuzzy　s．　witching　fulltion。　But

it　is　Ilot　a　suMcient　condltio11．　For　illstallce，　consider　IIlaPP圭119∫〔leflncd　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（0．7，0。5）＝0．3　　∫（0．5，0．8）＝0．8．

Clearly，　the　qua，11tized　sets　of！：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ、（／）＝｛（0．5，0，8）’7｝；｛（O．5川

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0。（∫）＝｛耐’6｝＝｛（丑，0，5）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C。（∫）＝｛（0．5，0．8）1｝＝｛（0．5，0．5）｝

are　disjoint　to　each　other．　However，　there　is　no　two　variable　fuzzy　switching　function　that

satisfies∫．　In　this　section，　to　show　the　above　case　we　illtroduce　an　expansion　of　quantized

sets．

Definition　3．2　Let∫be　a　mapPin9∫：A→V，　C’1（ノ），　Oo（∫），0σ（∫）andσ（／）be

quantized　sets　ofノ．　Then，　the　exlアan5ions　of　qualltized　sets　are　sul）sets　of　W　de丘ned　as

follows二

　　　　　　　　　　　　　　cr（∫）＝σ1（ノ）u｛α∈㌻劉b∈σ1（∫），b≧α｝，

　　　　　　　　　　　　　　σδ（∫）＝σ。（／）U｛α∈四↓lb∈σ・（∫），b≧α｝，

　　　　　　　　　　　　　　Cb（∫）－c・（∫）・｛・・vs・il　9：名ll膿，｝，

　　　　　　　　　　　　　　c‘＊（∫）＝cr（∫）ucδ（！）uσ訳∫）・
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Example　32　The　quantized　sets：

Cl（f）＝｛（0，5，0）｝ラ　Cb（ノ）＝｛（1，1）｝，（：’1ノ（∫）＝｛（0．5つ0．5）｝

haS　the　eXpa．nSiOnS　SUCh　that：

Cf（f）＝

c宕（f）＝

Cb（f）＝

｛（0，5，0）ウ（1，0），（0，0）｝，

｛（1，1）｝，

｛（O，5，0．5），（1，0，5）｝．

　　　Expa・nsions⊂）f　quant三zed　sets　involve　a　property　ca，11ed　regu，1αritシ．

fis　regulalr　if　and　onl．y　if

Aternarv　functlon
　　　　　　　v

f（α）∈｛O．1｝⇒！（a・）＝f（b）for　every　b　such　a，s　a≧b．

It　ha．s　beell　a．lrea〔ly　proved　by　M．Mukaidono［10］that　monotonicity　is　equivalent　to「egl1』

la．rity　fo1・tlle　terlla．ry　fullc．tiOll．　Eveii　ill　fllzzy　switching　functlo11＄，　the　following　theorem

shows　the　rela．t三〇11　betweell　Illollotollicity　and　regl11a、rity．

Theorem　3．3　Let∫be　a　restrictiQI1ノ：．4－Y／ラσ1（∫），σo（∫）ッCσげ）andσ（／）be

qllantized　sets　of　f・C‘iげ）・（フδ（∫）・Ci，r（ノ）alld　C累（／）be　expansions・Ifσ汽∫）∩σ；（ノ）＝の

for　every・II≠ブ，　thell

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　互λ≧石τ⇒∫（一λa）≧！（b）γ

for　every　two　eleinents～iA　alld石「of（メ（∫），

Proof・SupPose　that　C∵（f）∩C’；（f）

iIl　foUr　cases．

二の．We　show　monotoni　ci　t，y　for　all　elemellts　of　C（f）

（i）・For　a，l／elelllelltαin　C’1〔／）、　there　is　llo　elenlellt　b　ill　C▽しr（∫）such　asα≧二b．　Because

　　　ifα≧b，　then　b∈σr（／），　wllich　is　contra．dictory　to　reglllarity，　Thereforeαand　b

　　　holds　dther　b≧：α，　orα≧三bラtha．t　isラthey　cannot　violate　lnonotonicity．

（ii）．

（iii）．

For　all　elementαill（lb〈∫），　it　is　shown　in　the　siniilar　inanner　that∫cannot　violate

r［1（）II（）to111Clt、7，

For　an　elemelltαin　C▼1（∫），　if　an　e｝elnellt　b　of（フo（ノ）holdsα≧：b，　then　b∈Cf（∫）．

If　b≧α，　therlα∈σδげ）．　Thus　for　any　b　ofσo（∫），　a～ぎb．　That　lneans　they　cannot

violate　lllollotol！ic．ity．

（5v）．　Two　elementsα，　and　b　belonging　to　the　same　quantized　set　Ci（f）apparently　always

　　　　hold　Inonotollicitv。

Consequently，　a．11y　two　of　C（／）hold　Inolloton三city．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□



CHAPTER、3．　IDENTIFICAT10N 25

32．4　choice　of　Quantizillg　values

Nextッwe　show　all　eMcient　way　to　obtaill　quantized　sets．　In　a　restriction　de丑ned　over　a

fillite　set　A，　the　quantizatioll　should　be　takell　not　for　every　elelnent　in　in且11ite　8et　y，　but

ollly　for　a　few　elements　characterized　iIl　tllis　sectiolL

Lemma　3．1　Letα，うラalld　cl　be　elenlents　of、V．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　πb∈｛0，1｝，石c∈｛0，1｝⇒πc∈｛0，1｝．

Proo£Sinceπ6≠0．5ラthenα≠0．5ラa皿d　similarlyゐ≠0．5，　Tluls，　the　foUowhlg　always

holds　accordillg　to　Defillition　23，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Inin（αv　1一α）≦Inin（bッ1－b）≦1nin（（〕，1－c）

ThereforeラMil）（ar　1一α）≦miIl（c，⊥－c），　which　means互c∈｛0，1｝．　　　　　　　　　　　　ロ

Theorem　3。4　Let　A＝｛α1，．＿，（L　Tt，1｝be　a　sllbset　of　V．　For　al、yλin　V，　there　exists　al㌃

elemelltバ。f・A　suc／、　that可λ＝πプ．

Proof．　Let　lls　defhne　a．　subset／4λof　A　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瓜＝｛・z∈則πA∈｛o，1｝｝，

wllere　A．x≠のsince　at　least　1∈、4．Notice　that　O．5　does　l｝ot｝）elong　toメ1λ，　because

耐；0．5f。r　allvλ∈レ．

　　　1」et　a書be　a．ll　elenient　of〆1．x　sllch　tlla．t～ia・★∈｛O、1｝for　everyα∈AA．　SupPose　that

there　exist　an　elemelltαof且sllch　that♂≠πα遺．　There　exists　at　least　olleα㌔which　is

the　l’｝10st　silnila，r　elelnent　fb1・Aλ，

（i）．lfπλ＝Oth・nα∈・t、．　Thl1・，・・…dillg　t・tlle　d・fi・iti・n・f・㌔〆∈｛0，1｝・Hellce・

　　　　　π・★＝1，sinceか≠πゴ，wll三・h　f・II・w・

　　　　　　　　　　　　　　　　　0＜α≦肌in（λ，1一λ）≦0．5≦max（α☆，1一α★）≦α≦l

　　　　　tlle，ef。，eα＝0．5．　H。w，ver　the，e　i、11。λwlli，1、　s。ti，五，、砺λ一〇．

　（ii）．　If1亟）L＝　1ラin　the　same　nlalnner　a8　i讐tllere　is　Ilo　A　in　V．

（iii）．　lf・Zl・－0．5・he・it・★∈｛G，1｝．　Wh三1・7λ∈｛0，1｝・i・ceα★∈瓜・By・Pplyi・g　Lemm・

　　　　　3，1，互λ　∈　｛0，1｝．「rhis　colltradicts　1配λ　＝0．5・

　　　Finallyラoverω，（ii）and（iii），αalways　collもradicts　the　assmllptiolL　　　　　　　　　□

　　　This　theorem　follows　the　followhg　corolla，ry，　which　presents　the（：ondit，ion　fo　1’sllfficient

elenlents三n　order　to　obtain　quantized　sets・

C・・。ll。。y　3．1　L・t∫b・・n・・PPI・9／・A→レ，α＝（・・，…，…）be…1・meヱ｝t・f　A・

B（∫（α））is　a．　subset　ofγ（lefined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B（！（α））＝｛α1，、・．，αn，ノ（α）り1｝・

For　any　elementλin　V，there　exists　an　elementτof－8（f（α））such　that

！（a）λ；f（a）T，dλ＝♂．
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3．2．5　Representability

Ilere　we　will　c，lari　fy　t止1e　necessa、ry　and　suf臼ciellt　condjtion　for　a　given　restriction∫　A→y

to　be　representable　by　a，　fuzzy　switching　fullctiolL．

Lemma　3・21・et　A　be　a　subset　of　Lln，ノbe　a　restriction／　A－→γ．　Ifσ〃）∩Cj　（f）＝の

for　everyゼ≠ゴin｛O，1ラ〔1｝，　then

a∈A∩v3n　⇒　 ∫（a）∈v3．

Proof．　Assulne　that　there　exist乱n　elementαof　A∩Vi針such　that∫（α）¢V3．　Sinceα∈V・in，

f・…yλi・y，♂一α．～Vllil・f・・0．5・・d　ll・1・，祠’5∈｛0，1｝・・d∫（。）1－0．5、i。，e

ノ（α）1ぎτ｛3．Thereby

㎡・5＝α∈σ1（∫）Uσ。（∫），

　万1　＝　α∈cび（ノ）．

Thus，α∈C1（f）∩σσ（ノ）orα∈Cbげ）∩Clu（f）．　This　conflicts　witll　the　hypothesis．

Therefore　we　have　f（a）∈V3．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Lemma　3，3　Let　A　be　a　subset　Vn，ノbe　a　restrlctio1ゴ　A→V，σ（∫）be　a　quantized

set．　of／．　A　fllzzy　switching　fllllctiOll∫「holds

F（aλ）＝ノ（α）λ

for　all　eleInents互λof　Cげ（ノ），　if　alld　oIlly　if

F（α）；／（α）

fOr　a．ll　elementsα　of　A．

P・・。f　Wh・・F（石・）一ノ（α）λf…v・・Y　dtX∈C（∫），　the・e　i・n・・1・me・t・・f　A・u・h・・

F（・）≠！（。）．0・he，wi，e，　f。・・11eα，。i・he，λ・F（・）・・A－∫（・）h・ld・・h・・∫（・）λ≠

F（・）λ一F（♂），wh・・e　a・i・i・σ（／）．　Th・・eby　it　i・c・nt・・di・t・・y　t・th・llyP・th・・i・．

　　　C・nversely，・upP・・e　that　F（α）＝f（α）f…Il・1・m・・t・α・f　A．　F…ny・1・ment　dλ・f

Cf（∫），　there　existα∈、4　andλ∈1レsllch　that／（α）＝F（α）．　By　quantizing　both　sides　by

λ，W。h。。，∫（。）㌧F（。）λ一F（d・）．　　　　　　　　　　・

Theorem　3．5（representability）Let、4　be　a　subset　of　Vn，　Ol（ノ），　Oo（∫），σひ（ア），　and

σ（∫）be　the　quantized　sets　of　a　restriction∫：A→V，　andσぞ（∫），σδ（f），Cb（∫），andσ＊（∫）

be　their　expansions，　There　exists　a　fuzzy　switching　fllllction　F　such　that　F（α）＝f（α）for

all　elelnentsαof　A，　if　alld　only　if∫satisfies｝）oth　of　the　followi皿g　collditions：

R（1～egぬr吻）

N（Normαlit，y）

（7ノ（∫）∩（：7（∫）＝の

Cry（∫）∩v，n；の，

（i≠ゴ），i，ゴ∈v3
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Proof．　It　is　evident　that∫satisfies　conditions　R　and　N　by　Theoreln　2．1　and　Theorem

3，2．We　will　show　that　F　represents　f　when　both　conditions　hold．

　　　Collsider　a　logi〔二formulal　F　de昼11ed　by

F－〉αα＞＞βう
　　　　α∈（ヲ1（∫）　　　　b∈（ヲどノ（f）

whereααis　a．　simple　phrase　corresponding　to　an　elementαofθ1（∫）andβ6　is　a、　simple

phrase　cDrresponding　to　an　elemellt　b　of　C（ノ（∫）．　Then，　F　represents　a　fuzzy　switching

fullCti。、．　II，，e　we，h。w　F、at，i、fi。，　t11。t　1・励＝ノ（。）λf…11・lelnent，　it・・fσ（∫）i・the

followi　ng　cases．

（i）．　For　an　elelnentα　of　C1（ノ）うthere　exists　a　silnple　phraseαα　corresponding　toα　in

　　　Fsuch　tha．tαα（a）＝1［Lemma　2．1］．　Therefbre，　F（α）＝1since　1・1　contains　at　least

　　　one　phra，se　tllat　is　1・

（ii）．　For　aln　elelnent　b　of　Cu（∫），　there　exists　a　complementary　Phraseβb　corresponding

　　　　t・bi・F．　Since　b　i…elel・ellt・f　W－1伊by…diti・・N，　w・hav・，3ら（b）＝O．5

　　　　fl’Olll　Lei’nnia．2．1．

　　　　Wlllle　there　is　no　slmple　phrase（v　a，　ill　F　such　asαα（b）＝1．　This　is　because　theα

　　　　andゐh・ldαとb［Le・nma　2．2　］，　and　the・ei・y　b∈σf（f）・Sinceわ∈σσ（f），　t・・，

　　　　wllidl　contradicts　collditioll　R．

Next，　there　is　Ilo　element　c　of　Cu（∫）such　thatβ‘τ（b）＝1，　because　by　conditiol／N，

c　colltains　a．t　least　one　ci　such　th　a，t，　ci＝0．5，　that　is，／3c　is　a　comple1．nenta，ry　Phrase

which　contahis．xi〈（～xの．　Any　complementary　I）hra、se　can　never　take　value　of　1．

Thus　for　ally　elelnent　b　ofσひ（ア）ッ」F「（b）＝0・5・

（ili）．　For　a，・ll　elemellt　c　Qfσo（∫），　there　is　no　simple　phraseααiIl・F　such　t止1atαα（c）＝L

　　　　Because　by　Lelnmna　2．2，α≧二c，　thereby　c∈Cぞ（∫）．　Thus　c　belollgs　both（フo（∫）aiid

　　　　σf（f）．This　conti’adicts　condition　R．

　　　　Next，　there　is　Ilo　simple　phrase　ill　F　such　tllatαα（c）＝〔〕．5．　Otherwise，　by　Lemma

　　　　23，there　exlsts　an　element　d　ofし伊sllch　thatα≧己and　c　l≧d．　Accordillg　to

　　　　Definition　3．2，　we　have　d∈Cr（∫）a．n　d　d∈θ6（∫），　whlch　contradicts　condition　R．

　　　　Fi。。」ly，　the・e　i・・…1npl・mellt・・y　Phr・・e・udl　th・tβわ（・）∈｛0・5，1｝・β6（・）・a・

　　　　never　take　the　value　of　l，　sillce　it　is　a　complelrlentary　phrase　by　condition　N，　Even

　　　　ifβ占（c）＝0，5，　by　Lemma　　2，4，　c≧band　tllereby　b∈Cδ（∫）・Shlce　b　belongs　also

　　　　（Jt，r（∫），　this　is　contradictory　to　the　condition　R．

　　　　Consequelttly，　fbr　the　c　any　phrase　in　F　talks　neither　O．51101’1，that　IIIeal！s，」F「（c）＝0・

As　we　have　seen　over（i）り（ii），　and（iii），　for　any　elemellt　of　C（f），

F（a）＝

　1　for　everyα∈Cl（∫）

O　　　for　everyα∈（ノo（∫）

0．5　for　everyα∈Cこノ（f）．

Hellce　by　Leinina：3．3りwe　have，，F（a）；f（α）for　all　eleinents　a　in　4・ 口
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　　　Theoreln　3．5　means　that　reglllarity　and　normality　for（lua・ntized　sets　are　essential　prop．

erties　for　a　restriction　of　a，　fuzzy　switching　fllnCtiOl／．

Example　3．3　Let　A＝｛（0．3），（0，8）｝be　a　sllbset　of　y．　Evell　though　a　mappillgノ：A→V

such　as　f（0．3）＝O．7，　f（0，8）＝0ユsatis且es　norlnality　and　Inonotonicity　for　ambiguity，∫

does　llot　satisfy　regularity，　as　folbws：

Cf1（∫）＝　｛O｝，（70（∫）＝｛1，0．5｝，C‘σ（／）＝｛O・5｝

where　O．5　belongs　to　bothσo（∫）a，ndσこア（ノ）．　Therefore，　there　is　Ilo　one－variable　fuzzy

switching　flmctiQn　representillg∫by　Tlleoreln　3．5．

3．3 UniqueneSS

Evell三farestrictioll　satisfies　every　condition　of　Theorern　3．5，　the　fllzzy　switching　function

represellti119∫111ightl〕e　hndefinite，　that　is，　there　ca，n　be　several　fllzzY　switching　functions

for　one　rcstrictioll．　For　illsta，11ce，　the∫such　as！（0，5）；0，5　whi〔’h　alpparelltly　sa．tisfies　col1－

ditions　ill　Theorem　3．5　can　be　repl℃sented　by　thefollQwing　fourfuzzy　switching　func，tions：

F1＝コじ，F2＝～a，，F3＝：c〈～m，　F4＝建｝v～・r・

In　this　section，　we　clarif．v　the　condition　for　a　fuzzy　switching　functioll　to　be　unique】y

deterl］〔lined　fbr　a　restrictiol1．

3．3．1　Necessary　alld　Su冊cient　Condition　for　Restrictions　to　be　Unique

Lemma　3．4　Let　F　andθbe　fuzzy　switching　functions，　A　be　a　subset　of　Vn，　C’（FIA）be

aquantized　set　of　a　restriction　Fレ1，　Thellラ

F（a）＝G（a）

for　all　elemelltsαQf　A　if　and　only　if

F（a）＝G（a）

for　all　elements　a　ill　C（FIA）．

聯［ll・膿器留』e1臨）糾鼎’t二㍗i豊1論碧1誤ly課tよ
F（・）＝σ（・）by　th・hyp・tl・e・i・．　By　q…ti・i・g　l・・th・id・・byλ，　w・・bt・i・th・f・・me「

half：
　　　　　　　　　　　　　　　　F（。）λ一F（d・）＝F（b）一αb）－G（π・）一σ（・）N

　　　C。nv，，sely，　whe・・F（α）＝σ（・）f・・ev・・yα∈σ（FIA），1・t・s　s・PP・・e　tl・・t　th・・e　ex1・t

。。，1，me。t　b。f且，u・h・・F（b）≠G（b）．　The・，　the・e　exi・t…e・t・i・M・V・u・h　th・t・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（b）λ一F（石λ）≠G，（b）λ一G（5“）・

Thi，　c。。t，。di，t、　the止｝yp。・he・is　sillce石㌔・1・ng・t・σ（．F［A）・　　　　　□
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Lemma　3．5　Let　F　a．ndσbe　fllzzy　switc．hing　functions，　A　be　a　subset　ofレγ乙ラσ（Fωbe

aqualltized　set　of　a　restrictioll　Flハ，C峯（171A）1）e　an　expallsion　ofσ（FIA）．　Then

F（α）＝σ（α）

for　a，11　elementsα　il］C（1・「1－，i）if　and　only　if

F（α）＝σ（a・）

fol・a．II　eleinents　αill　C障（ノ’1h），

Proof．　Suppose　that．F（α）＝σ（α）for　all　elementsαinσ（FIA）．　Obviously，　it　is　sumcient

to　show　that　any　elemellt　a　of　the　difference　set　O＊（FiA）一σ（1「しt）implies　F（α）＝G（α）．

　（i）．Forα∈σf（1・’し1）－Ct1（Fl．4），　tllere　exists　a　b　inσ1（FI．4）sllch　that　b≧：αand

　　　　F（b）＝1．Hence、　by　Corollary　2．／，

F（a）＝1＝G（α）．

（ii）．　F・rα∈0δ（FL4）－G〕（F』）．　in　th・sa．Ille　m乱nner　as（り，　we　have　F（b）；0＝σ（b）．

（iii）、　Forα∈Ci．（FL，1）－Cこr（lr7）．．1），there　exists　a　b∈σ1（F』）and　c∈σo（F巨）such　that

　　　　α≧わalldαとc．　Ilence　by（i）、（ii），　alnd　Corollary　2．1，we　have

F（α）＝O．5＝Gr（a）．

As　we　have　see－over（i），（ii），　aliLd（iii）ウfor　any　elemelltαofσ＊（F“1A），　we　have　F（α）二

θ（の．The　latter　half　is　evidel／t　since　Cx（Fレ1）sllbsumesσ（FIA）．　　　　　　　　　　　　口

　　Here　we　sllow　the　llecessa．ry　a，11d　sufficient　colldition　fbr　a　fuzzy　switchillg　fullctiOll　F

represellting　a，　givell　restriction　1「4　to　be　llRiquely　determined・

Theorem　3．6（uniquness）Let　F　alldσbe　fuzzy　switching　functionsラF巨be　a　re8tric－

tion　of　F　to　a　sllbset　A　ofレ「”1，θ累（Fωbe　an　expansion　of（111alltized　set　of　FIA．　When

（：’＊（FIA）　satisfies　a．　conditioll　U：

　　　　　　　　u（Uniquei～635）　σ累（／「レ）＝‘7f（1；’1A）∪σδ〔Fl／1）Ucγ1ン（Fレ）＝レ蜜

then　restriction　F1ハis　ulliclue7　tha尤is，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∀α∈〆1　　∫「（α）＝σ（α）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　奪

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∀a，∈vn　F（α）＝G（α）．
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Proof．　The　followings　are　equivalent．

∀α∈A

∀a∈σ（FL4）

∀a∈σ＊（FIA）

∀a∈v3n

∀α∈vn

F（α）

　　　　　¢

F（α）＝

　　　　　¢

F（α）

　　　　　‡

F（a）

　　　　　9

F（a）

G（α）

G（a）

G（a）

G，（a）

σ（a），

［Lemma　3．4］

［Lernma　3．5］

［Condition　U］

［「1’heorem　2．4］

口

　　　The　condition　U　implies　unique　fuzzy　swi　t，　ching　function　can　be　decided　for　the　given

restricti・n　FIA．

　　　Here，　we　have　clarified　two　lmportallt　collditions，　represelltablity　and　llniquness，　which

are　characterized　by　some　classes　of　fuzzy　switching　funct三〇ns，　disjoint，　regular，　an・㍉ぐ）r－

ma1．　These　relationship　is　illustrated　oll　a．　Velm　diagram　in　Figure　3．1，　whereノ〉，　D，　and

Rindicates　sets　of　normal，　disjoint，　and　regular　restrictions，　respectively．　Note　that　the

set　of　regular　restrictio－s　is　a　subset　of　that　of　disjoint　restr童ctions．　Thus　there　is　Ilo

restrict三〇11　that　is　11　ot　disjo三nt　but　regular．

Representable Unique

Figure　3．」：Some　c．la，sses　of　restrictions

Example　3．4　Here　are　seven　restrictions　with　domain　of　subset

following　restrictions　of　two　variables．

∫1（0．3，0．1）

ノ2（0．4，0．2）

∫2（0・8，0・7）

ノ三3（0．4，0．8）

0．5

8
り
ρ

ロ
　
　
　
　
コ0
0O．3

of　V2．　Consider　the

（3．／）

（3．2）

（3。3）

（3．4）
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f4（0．8，0．3）

！4（0．4，0．7）

f5（0．8う0．5）

f5（0．4，0．9）

f6（0．9，0，9）

∫7（0．6，0．3）

f7（0．2，0．9）

0
0
4

0
00．8

0．1

0．8

O．7

0，1

）
）
5
ρ
U

◎

0
0
9
0

（
（

）
）7
8

3
り
0

（
（

（3・9）

（3．10）

（3．11）

The　quantized　sets　and　expansions　are　illustrated　on　ternary　truth　tables　in　Figure　3．2，

where　the　notationα／6　dellotes　duplicate　elelnent　that　belongs　bothσαand　Ob．

　　　Table　3．1　shows　properties　satisfied　for　each　restrictions．　We　can　verify　that　the　nor－

1n　ality　is　indepelldent　of　the　property　of　regularity，　though　the　regularity　depends　on

whether　the　qua・11tized　sets　a，re　disjoint．

cla．SS 刀 R N 1｛ePresentable Unique
∫
1 》 》
∫
2 v／ 4
ゐ 4
1
≧ 4 4 4 4
ノ
5

v／

あ

ル 4 v／ 》 、／ 》

Table　3．1：characterlstics　of　restrictions
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4＼の 0 0．5 1

0 0．5 0．5

0．5 0．5

1

c（f1）

シ＼¢ 0 0．5 1

0 1 1

0．5 0．5 0

1 O

o（f2）

シ＼ω 0 0．5 1

0

0．5 0．5

1 0 0／0．5

c「（f3）

シ＼忽 0 0．5 1

0 1

0．5 0．5 1

1 O 0．5

c（f4）

ッ＼τ 0 0．5 1

0

0．5 0．5 1

1 0 O

c（f5）

シ＼偲 0 0．5 1

0

0．5 O．5

1 1／0．5

c（f6）

シ＼の 0 0．5 1

0 1 1

0．5 0．5

1 0 0

宮＼コじ 0 0．5 1

0 O．5 0．5

0．5 0．5

1

c＊（ノ1）

シ＼諾 0 0．5 1

0 1 1 1／0

0．5 0．5 0

1 0

Cl＊（f2）

弗 O 0．5 1

0

α5 0．5

1 0 0／0．5 0

σ＊（f3）

弗 0 0．5 1

0 1

0．5 0．5 1

1 0 0．5 1

c＊（f4）

伽 O 0．5 1

0 1

0．5 0．5 1

1 0 0 1／0

ひ（f5）

シ＼ω 0 0．5 1

0

0．5 0．5

1 1／o．5

c’（f6）

珈 0 0．5 1

0 1 1 1

0．5 0．5 0．5 0．5

1 0 0 0

　　0（f7）　　　　　0＊（f7）

Figure　3．2：quantized　sets　and　expansions

32
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3．4　Comparison　with　conventional　methods

This　sectioll　compares　our　proposed　fuzzy　switching　function　with　two　conventiona1　infer，

ence　methods，　neurahletworks　and　fuzzy　inference，　from　an　engineering　viewpoint．　They

are　compared　on　this　problem，　which　was　defined　in　the　illtroduction：

　　　　　Let　∫be　a　11）a，pping／　：V2　→　レっノ1　＝　｛（0．4，0．3），（0，8，0．6），（0．2，0．9）｝　be　a

　　　　　subset　of　V2．　For　each　eleinents　of．4，　f　lnaps　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（0．4，0．3）　　；　　0．7，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（0．8，0．6）　＝　　0，8，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ（0．2，0．9）　＝　　0．2．

　　　　　Find　v～Llues　f（a）for　any　element　of　V2，　and　approximate　the　whole∫by　each

　　　　　inethod．

3．4．1　Fuzzy　Switching　Function

In　fuzzy　switching　functiQn，　there　are　the　follo、～・illg　three　questions：

　　　●Is　there　ally　fuzzy　switching　function　representing∫？

　　　●　If　possible，　is　it　deterinined　uniquely？

　　　●If　it　is　unique，　what　is　the　logic　formula　representing∫？

　　　First　of　all，　we　get　quantized　sets　for　fiA．　According　to　Theorem　3．1，it　is　su缶cient　to

take　a　quantized　value　for〆1　by　each　elelnent　of　set　B（／IA）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B（∫し1）＝｛O．2ラ0．3ラ0．4、0．6ラ0．7，0．8，0．9，1｝，

and　we　can　thereby　effectively　obtain　the　quant・ized　sets　as　follows，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cl（！レの　　；　　｛（0．5，0）っ（0，0），（1，0．5），（1ラ1）｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ・（∫ω；｛（0，1）｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0〔ノ（∫1／1）　　＝　　｛（0．5，0．5），（0．5，1）｝．

　　　Next，　for　the　quantized　sets，　we　have　the　expansiQns　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σf（∫L4）　＝　σ1（∫レ）U｛（1，0）｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cδ（∫【A）＝σ。（∫恒），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cb（flA）＝σσ（flA）U｛（0，0・5）｝．

Table　32，3．3，　and　3．4　illustrate　the　given　restrictin　flA，the　quantized　sets　O（flA），　and

the　expansions　O＊（flA）on　truth　tables，　respectively・
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Table　3．2　Restiction　f
ッ＼」じ 0 0．2 α4 0．5 0．8 1

0

O．3 0．7

0．5

0．6 0．8

O．9 0．2

1

Table　3・3　Quantized　set　c（！）

伽 0 0．5 1

0
0
．
5
1

1
0
．
5
0
．
5

1
1

　　　As　shown　ill　the　figul・e，　clearly，　they　satisfy　condition　D　of　Theorem　3．5：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cr（flA）∩σδ（ル）＝の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σf（ル）∩σど，（ル）＝の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σδ（fLA）∩Cb（flA）＝の

and　also　satisfy　condition　R　as　we　ha、ve　shown　before，　there　Inust　be　a　certain　fuzzy

switching　flmctioll　F　such　as　F（α）＝ノ（α）fbr　all　elementsαof、4．　In　addition，　they

satisfy　the　conditions　in　Theorem　3．6，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Of（flA）∪σδ（ル）uσδ（ル）＝畔．

So　we　know　that∬ls　the　only　fuzzy　switchillg　fullction　representing∫．

　　　Finally，　we　obtain　tlle　logic　formula　representing　F．　The　result　thatσ＊（f）＝V3n

follows　the　correspondence：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！一正（ユ）＝σ芋（／），∫－1（0．5）＝σb（∫）．

Hence，　by　applying　Theorem　2．5　here，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　F（v，y）＝　Vα“・vVβわ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α∈Of（∫）　　　　b∈Ob（f）

Table　3．4　Expansion　C＊（f）

シ＼⑳ 0 0．5 1

0
0
．
5
1

1
0
．
5
0

1
0
．
5
0
．
5

1
1
1
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝〉｛（～y），（～・一の，（x），（・y），（・－Y）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〉｛（輝柵），（・NfC～y），（～・・柵）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　vV～Y　　（by　the　absorption　law）

In　this　way，　we　can　obtain　the　fuzzy　switching　function　F　representing！fbr　all　elements

of　A．　Now　we　call　know　a，ny　value　f（α）for　all　a　in　V2　by　using　this　logic　formula　F

（Figure　3．3）．

O

0

10

Figure　3．3　Mapping　F　by　fuzzy　switching　function

3．4．2　Neural　Networks

In　neural　networks，　the　restrictionノ！call　be　considered　as　a　learning　data　by　which　weights

and　thresholds　are　settled　dowlL　The　mapping　f　is　represented　by　a　neural　network／V

that　have　two　units　x，yin　the　inpllt　layer，　one　unit　u　in　a　hidden　layer　and　one　unit

ノ（T・，　’Y）in　the　output　layer．　Valueノ（x，y）is　computed　as　follows二

／（x，y）

視＠，・y）

　　s（z）

ニ　　S（ω＆U（X，y）十θ2），

＝・（ω6x＋ω抄＋θ、），

　　　　　　1

　　　1十e－z

Figure　3．4　and　Figure　3．5　ilhlstrate　the　neural　network　model　and　the　behavior　of　function

∫．

　　　By・pPlyi・g　b・・k　p・・p・g・ti・・with・f’t・N，　w・ight・ω1・f・unit・i・t　l・y・・ゴ・nd　th，e、h．

Qldsθi　at　layer’i　are　traiiied　to　the　following　values：

ω乙＝－3．751357，ω1＝2．603957ラω9＝－4，338762，

θ1　＝－O．173989，θ2＝2．107396
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x

ア

θ1 θ2

f（x，　yノ

Figure　3．4　Neural　network　modeI

The　results　of　calculation　for　y2　are　illustrated　on　Figure　3．6．　Although　this　indeed　coin－

cides　with　the　restriction　f’within　O．00001　error，　we　should　mention　a　few　disadva皿tages．

●

●

This　method　needs　computational　power　that　increases　with　the　nurnber　of　inputs．

It　cannot　be　guarant，eed　that　learning　will　converge　in　a且nite　number　of　iteratiQns．

It　implies　all　a（i．justlllent　of　some　pa，rameters　or　a　rearrangement　of　the　network，s

topology．　The　conditioll　of　the　eXistence　of　a　g，　ignificant　solution　as　Theorem　3．5　has

Ilot　beell　clarified，

3．4．3 FUZZy　Inference

In　fuzzy　inference，　we　regard　the　restrictiol1！ノa8　the　following　IF－THEN　rule　base．

　　　　　　　　　　　　　rule　1：　IFの二〇．4　alld　y＝0．3　Then／（xラy）；0．7

　　　　　　　　　　　　　rule　2：　IF　x＝0．8　andシニ0．6　Thell∫（x，の＝0．8

　　　　　　　　　　　　　mle　3：　IF　x＝0．2　andシ＝0．9　Then∫（x，y）＝0．2

where　a　is　a　fuzzy　set　cllaracterized　by　the　fbllowing　membership　functionμα：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Lt　a（x）＝1－1（L－ar　l　α，a，∈レ，

which　is　illustra，ted　in　Figure　3．8．

　　　Thell，the　resultア（x，y）is　calculated　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ΣβμB（x，y）（x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫＠，y）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σμβ（x，y）（の

where　membership　functionμB（x，Y）is　defined　by

μB（x，Y）（z）＝ max

min（Pto．4（X），μ0．3（Y），μ0．7（Z）），

min（μ0．8（X），μ0．6（y），μ0．8（Z）），

min（μ・．2（勾，μ。．9（Y），μ・2（・））

　　　Figure　3．7　shows　the　consequence　of　fuzzy　in　fe　rence　forγ．　Even　recently　when　some

products　using　fuzzy　inference　were　developed，　the　similarities　to　neural　network　still

exist　and　a　number　of　variations　have　beell　proposed．　Some　fundamental　properties　of

fuzzy　inference　such　as　the　optimaユdefinition　of　membership　functions　or　composition　of

consequence　are　still　unknown．
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s（z）

0．

o．

0．

Q．2

一5 0 5 10
Z

Figure　3．5　Function　s（／）

3．5 Conclusion

We　have　clari五ed　some　fllIldallleIltal　and　illlpoI’tallt　properties　of　a　restriction　of　fuzzy

switching　fll　ll　ctio11　s，　thalt　make　it　possible　to　extract　esserltial　information　from　incomplete

and　uncertain　knowledge，　and　to　identify　a　whole　mapping　with　a　fuzzy　switching　function．

This　is　the癒st　attempt　to　consider　a，　fuzzy　switching　function　as　a　method　for　approximate

　　　　　　
reasonlng・

　　　The　necessary　a皿d　suMcient　condition　in　order　for　a　restriction　to　be　a　fuzzy　switching

functions（Theoreln　3．5）and　tlle　necessary　and　sufficient　condition　for　fuzzy　switching

functions　to　be　uniquely　deternlined　by　a　restriction（Theoreln　3．6）have　been　clarified．

We　can　see　in　a且nite　number　of　steps　whether　a　given　restriction　has　a　solution　as　a

fuzzy　switching　functionうand　whether　the　solution　is　deterlnined　uniquely　or　not．　From

the　poillt　of　view　of　inferellce　systems，　this　works　mllch　more　effectively　than　conventional

approxilnate　methods　that　involves　trial　and　error．

　　　However，　the　conditioll　for　a　fuzzy　switching　function　seems　too　strong　to　be　a　model

for　our　natural　inferencesラwhich　is　inexact　and　challgeable．　Therefore，　we　should　make

them　weaker　alld　lnvestigate　some　more　general　logical　systems　that　deal　with　uncertainty
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笥
4
2

　
幽
　
・

甑
O
O
O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0．2　　　　　　　　　　　　　　　　　　0．4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0．4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0．2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0．8
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10

　　　　　　　　　　　　　　　Figure　3，6：Ca、lculatiol〕in　a　neura、I　networkハ「

including　u，nknozvTt　or　cont．rαdiction．
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　A（x）

0

0．6

0。4

0。2

X

Figure　3．8：Membership　function　XLA（x）



Chapter　4

P－Fuzzy　Switching　Functions

AP－Fuzzy　Szvitehing　Fu　nction　is　a　meaningful　class　of　fuzzy　switching　functions　that　can

be　represented　by　a　logic　formula　of　prillle　imPlicants．

　　　We　show　how　knowledge　call　be　extracted　a－d　represented　as　prime　ilnplicants　from

given　learning　data．　We　derive　necessary　and　sufficient　conditions　for　the　Iearning　data　to

be　representa，ble　with　a　P－fuzzy　switching　function，　and　to　be　expressed　by　a　unique　Iogic

formiila，

4．1 Introduction

In　the　previous　chapter，　we　have　studies　the　identification　of　fllzzy　swiching　function．

However，since　the　complemelltary　laws，コじV～Ic＝1and　a）〈～x＝Odo　not　hold　in　fuzzy

logic，　the　algorithm　could　produce　non　classical　logic　formulae．　For　example，　with　the

following　learning　dataノ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鷹1：1罐：　　　（4・1）

illustrated　ill　Table　4．1，　we　find　the　nonunique　result　of　the　followi　ng　three　logic　formulae

／1，！2and　f：3：

fi（X，y）　＝

f2（・T，y）　＝

∫3（x，y）；

x＞7，

x7Y＞y，

xhiy　V　y

（4・2）

As　the　ternary　truth　tables　in　Table　4．2　show，　these　logic　forlnulae　are　almost　equivalent，

differing　only　for（1，0．5）and（1，1）．　Formulae／2　andん，　however，　are　much　more　com－

plicated　thanんThe　complementary　phrase　xlify　illムis　a　contradiction　and　becomes　O

in　binary　logic，　Forlnulae　such　as∫2　alldんare　notラtherefore，　appropriate　to　modeling

human　knowledge．

　　　In　this　chapter，　we　introduce　P－fulzY　switching　functions　as　a　way　to　ehminate　the

redundant　fbrmulae　from　the　possible　solutions　and　obtain　the　simplest　logic　formula．　A

P－fuzzy　switching　function［17｝can　be　represented　by　a　disjunction　of　prime　implicants

40
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・nly・A・y　gi・・n　1・amil・g　d・t・・an　b…pre・ent・d　by　P－f…y・wit・hi・g　fun・ti・n，　with。ut

ally　complementary　phrase．

Table　4．1：Learning　data　f（x，y）

シ＼必

0… 、4
，　　，　　■

．7

…1

0
…
．
1
…
．
7
…
ユ

．4

．9

　　　III　this　chapter，　we　will　be　tryillg　to　extra、ct　knowledge　represented　as　P－fuzzy　switching

fullctions　from　given　Iearlling　data、．　The　main　results　are　the　necessary　and　sufHcient

conditions　for　the　learning　da．ta．　to　be　representable　with　P－fuzzy　switching　functions，　and

to　be　deterinined　by　a　ulliqlle　logic　forlnula．

　　　Firstly，　we　define　P－fuzzy　switching　fullctions，　and　clarify　their　fundamental　prop－

erties．　Second，　we　discuss　restrictions　of　fuzzy　switclling　functions，　which　are　used　as

l・…i・gd・t・・Fi・・11｝7・w・w川・1・・ify　t，he　necess・・y・nd・uM・i・・t・・nditi…f・・th・gi・・n

l・・rlli・g　d・t・t・be　rel・・e・ent・bl・with　Pイuzzy・wit・hi・g　functi・n…i・g　t・・n。・y、ub，et，

characterized　by　the　learning　data　called　P－resolutions．

Tabie　42；Truth　tables　of／1，∫2　and∫3

fi（x，y）＝xy・VY

卯 0　，5　1

0
．
5
1

1　1　1
D5　．5　．5

O　．5　1

f2（x，Y）＝・T　v　Zi　f3（x，y）＝y＞xT〃

〃＼¢ 0　．5　1

0
．
5
1

1　1　1
D5　．5　1

O　．5　1

シ＼z 0　．5　1

0
．
5
1

1　1　1
D5　．5　．5

O　．5　0

4．2 P－Fuzzy　Switching　Functions

4．2．1 Prime　Implicants

Aliteral　is　a　variable　xi，　or　its　negation砺．　A　phrαse　is　a　conjunction　of　one　or　more

literals．　There　are　two　kinds　of　phrase：one　is　a　complementary　phrase　which　contains

both　a　variable　and　its　negation，　for　at　least　one　variable，　while　the　other　is　a　simψle

phrαse　which　does　not．
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Definition　4．1　An　implicant　of　a　fuzzy　switching　function／is　a　phraseαsuch　that

α（o）≦f（α）for　every　elementαof　V2n．∫（／）is　a，　set　of　all　implicants　of　f．

　　A　simple　implicant　of！is　a　simple　phrase　in　1（！）．　A　fugiy　implicant　of　f　is　an　implicant

αsuch　thatα（α）≦ノ（α）for　every　elementαof　VTL．　SJ（ノ）and　FI（ノ）are　phrase　sets　of

all　silnple三mplicants　of／and　all　fuzzy　implicants　of∫，　respectively．

　　Aprime　implicαnt　of　f　is　a　simple　implicant　that　is　not　an　implicant　of　any　element　of

5∫（！）．A∫u，　zzy　pri～ne　imp　licant　of∫is　a　fuzzy　implicant　that　is　not　a　fuzzy　implicant　of

any　element　of∫（∫）．　PI（∫）and．FP∫（／）are　phrase　sets　of　all　prime　implicants　of／and

fuzzy　prime　iniplica，nts　of∫，　respecもively．

Example　4．1　Set，s　of　implicants　of　the　fuzzy　switching　function　f（1；，y）＝呼V¢〃V⑳す

are　illustrated　in　Figure　4，1．　Note　that　phrase　x　is　an　implicant　ofノ，　but　is　not　a　fuzzy

　　　　　　PI　（D

　’／
．

セ
御
＼

　
＼

＼　
　
＼

　
＼

＼
＼

＼
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　　　　　　　　　　　　　　＼
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Figure　4．1　1mp】icants　of　f（xly）＝xy＞xy　Vず〃互

implicant　of　f　as　follo、vs：

∫（1，0．5）＝0．5〈x（1，0．5）＝1 （4．3）

Definition　4．2　A」P－／臆ε写switching　function　fi）is　a　fuzzy　switching　function　which　can

be　represented　by　the　disjunction　of　all　prime　implicants　ofル

Note　tha、t　if∫n　is　a　P－fuzzy　switchinff　function，　then　every　element　of　SI（f．）．　is　a　fuzzy
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4．22　Properties　of　P－Fuzzy　Switching　Functions

Definition　4．3（Uniform）Let　a　be　an　element　of　V”and－Bαbe　a　subset　of　V2”defined

by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bα二＝｛b∈レ穿』1α）’b｝．

Afuzzy　switchillg　fu　llCtiOll∫is　unifo　rm　if　a、nd　only　if

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（α）＝0　⇔　！（Ba）＝｛0｝，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（α）＝1⇔／（B。）＝｛1｝，

where　f（Bα）is　an　image　of／by　Bα．

Example　4．3　The　fuzzy　switchillg　functions　fi　and　f3　in　Eq．（4．2）are　not　uniform，　be－

cause　fbrα＝（1，0．5），！（Bα）＝｛1｝，but　f（α）＝0．5≠1and　b＝（0．5，1），　f3（Bb）＝｛0｝，

but　f3（b）＝0．5≠0．　f2　is，　however，　unif6n皿・

　　　We　c鋤see　this　by　looking　at　the　ternary　truth　tables　in　Table　4．3．　Columns　and　rows

ill　which　both　ends　have　the　same　value　are　circled，　which　shows　the　condition　in　Eq．（4．4），

f（Bα）＝｛1｝or　f〔Bα）；｛0｝．　The　hatclled　cells　violate　uniformity．

　　　　　　　　Tal）le　4．3　uniformity

／1（，z・，y）＝xy＞7　　　f2（x，y）＝：1；＞y

述x 0　．5　1

0
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Lemma　4．1　Let／be　a　fuzzy　switching　fllnction．　For　anyα∈V3n　and　Bα，　the　following

hold。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（α）＝0．5　　〈＝・　f（Bα）＝｛0，1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（α）＝0　⇒　ノ（Ba）＝｛0｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（a）＝1　⇒　ノ（・Bα）；｛1｝

Proof．　The　proof　is　straightforward　from　Corollary　2．1．　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Theorem　4．1　A　fuzzy　switching　fllnction　f　is　uniform　if　and　only　if　for　all　a∈階，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（a）＝O．5＝〉！（Bα）＝｛0，1｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．5）
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Proof・1・et　us　assulne　f（Bα）＝｛0｝when　Eq．（4．5）hQlds　for　every　element　of階・Hence，

if∫（α）＝0．5　then∫（Bα）こ｛O，　1｝．　Moreover，　if　f（α）＝Lthell　f（、θの＝1by　Lemma　4．1．

Therefore，／（α）ニ0．　Similarly，　if！（Ba）＝｛1｝then　f（a）＝1．　That　is，∫is　unifbrm．

　　　Conversely，　let　us　supPose　that　／is　uniform　and　ノ（a）　＝　O．5．　If　f（Bα）　＝　｛0｝　then

／（a）＝0．IIence，ノ（Ba）≠｛0｝．　Similarlyノ（Bα）≠｛1｝，　We　therefore　have∫（Bα）＝｛0，1｝．

口

Lemma　4．2　Let　fp　be　a　P－fllzzy　switching　function，　and　a　be　an　element　of　V3”and　Bα．

fp（B、）＝｛］｝⇒fp（a）＝1

Proof．　We　will　show　that　the　slmple　phraseααcorrespollding　toαis　an　implicant　ofん

whell　fp（Ba）＝｛1｝．　For　every　b∈壁such　thatαα（b）＝1，we　haveα卜bby　Lemma　2．2．

It　follows　tllatん（b）＝1becallseん（．θa）＝｛1｝．　Thus，　we　have　fp（b）≧αα（b），　which

nleansααis　a．11　iMI）licant　of　fp．　Thereby，　there　exists　a　prillle　implican　t，α’inプ》such　that

αノ ?＝C　“’，because　fp　is　a　P－fuzzy　switclling　f田lctiOII　that　colltains　all　prime　ilnplicants．　For

tlleαノ，　fp（α）≧α1（α）≧αα（a，）＝1．　Consequently，　fp（α）＝1，　and　this　proves　the　Lemma．

口

Lemma　4．3　Let．fp　be　a　P－fuzzy　switchillg　fullction，　andαbe　an　element　of　V『．

f7）（Bct，）；｛O｝⇒fp（a）＝0・

Proof．　We　will　show　fp（α）≠1when　fp（Bα）ニ｛0｝．　If　fp（α）；1，　then　fp（Ba）＝｛1｝by

Lemma　4ユ，　which　contradicts　the　hypothesis．　Thus，　fp（a）≠1。

　　　Next，　we　will　show　fp（α）≠0．5　wheii　fp（、Ba）＝｛0｝．　Sllppose　that　there　is　a　simple

implicant　a・a・’such　thatαα’ iα）＝O．5．　Then，　by　Lelnma　2．3，　there　exists　c∈V3n　such　that

α）ンc，α’〉－c．Thereby，　from　Lemma　2．2　alld　Theoreln　2．2，　we　have　fp（α’）＝1＞’fp（c）＝

Lwhich　colltradicts　fp（c）＝Ofor　every　c　such　thatα〉｝c．　Hence，　there　is　no　simple
ilnpli・・nt・u・h　thatα・’ iα）；O．5，

　　　Since　fp　is　a　P－fuzzy　switching　fllllctioll　that　is　representable　with　prime　implicants，

there　is　no　comPle1皿entary　phrase　with　the　value　of　O．5・Therefore，　fp（α）＝0・　　　　　　　ロ

Theorem　4、．2　Any　P－fuzzy　switching　functio皿fp　is　representable　by　Iogic　formula　F：

f；　V　αα，
　　　　a∈f－i（1）

where　f－1（1）is　a　subset　Qf　a，11　a∈V3n　such　that　f（a）＝1。

proo£We　prove　thatノ（α）＝F（α）for　allα∈V3n　using　three　cases：ノ（α）；1；／（a）＝O．5；

f（α）＝o．

　　　When∫（α）＝1，there　exists　a　simple　phrase　aa　in　F，　thereby，αa（α）＝1＝F（α）・

　　　When！（α）二〇．5，　there　exists　an　implicantαうof／such　thatα占（α）＝0．5・Since

α6 ib）＝1，theαb　also　exists　in　F．　There　is，　however，　no　simple　phraseαc　in　F　such

thatασ（α）＝1．　Otherwise，　for　an　elelnent　c　corresponding　toαc、　we　haveノ（c）＝1．
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Thenうfrom　Lemma　22，　we　have　c＞α．　Thereby，　however，∫（c）＝1メ∫（α）＝1．　This

centradicts　the　hypothesis　tha，t∫（α）＝0．5．

　　　When　f（a）＝0，　there　is　no　simple　phraseαうsuch　thatαb（α）≧0．5．　For　an　element

b∈V3n　corresponding　to　theαら，　from　Lemma　23，　there　exists　c∈「レ5n　such　that　bトc

alldα〉－c．　Thereby，αb（b）二1＝ノ（b）｝／（c）＝1and　f（α）》一ノ（c）＝1，　and　hence

∫（a，）≧0．5．This　colltradicts　the　hypothes三s　that！（α）；0．　There　is，　therefore，　no　simple

ph・…such・・αわi・F，　either．

　　　As　we　llave　shown．ノ（α）＝F（α）for　all　elements　ofレ劉，　Therefore，　frorrl　Theorem　2．4㌻

we　have　f（α）＝F（α）for　aU　elements　of　Vn．　This　jmplies　that　F　represents！．　　　　　ロ

Theorem　4．3　Uniform　fuzzy　switching　function　is　a　P－fuzzy　switching　function．

Proof．　We　prove　tha．t　the　uniform　fuzzy　switclling　functiol1∫can　be　represented　by　the

I・gi・f・nn・1・F＝〉α、∫－1（1）αα，　by・・醐・gノ（α）＝F（α）f・・e…yα∈陛・

　　　We　consider　three　cases：（i）f（α）＝1；（ii）f（α）＝0．5；（iii）f（α）＝0．

　　　（i）If／（α）；1．thel1α∈！－1（1）and　soαα（α）＝1≦∬（α）＝1．

　　　（ii）If／（α）＝0．5．　then　from　Th（、orem　4．1，we　have∫（Bα）＝｛0，1｝．　Thusラthere　ex玉sts

b∈Ba　fGr　whichノ（b）＝1．　Since　b∈β、，we　haveα〉’b，　which　followsα6（α）ニ0．5　from

Lemma，2．2．　Hellce，　F（α）≦0．5．

　　　Consider　b∈∫－1（1）such　thatα6（α）ニLThen，　from　Lemma　22，　we　haveα｝b．

However，∫（α）＝0．5　and／（b）＝lviolate　the　moIlotonicity　ofノ．　Hence，　F（α）〈　1．

Fillany，　we　have　F（α）＝0．5　whenever∫（α）＝0．5．

　　　（iii）lf∫（α）＝0．　thell　the・e　i・…impl・phr・・eα6　ill　F・uch　th・tαう（α）≦0・5・

Otherwise，　from　Lemllla．2．3ッthere　must　exist　c∈　Vsn　such　thatα〉」　c　and　b＞－　c．

However，　no　value　fbr∫（c）satisfies　monotollicity　together　with／（α）；Oand∫（ゐ）＝1．

Therefore、　F（α）＝0．

　　　In　all　three　cases，　therefbre、∫（a）；F（6）fbr　allα∈τく野，　which　leads　to∫（α）＝・F（α）

for　allα∈Vn．　From　Theorem　4．2，∫is　a．　P－fuzzy　switching　fil11ction．　　　　　　　　　　□

Theorem　4．4　Let　f　be　a　fuzzy　switching　func，tion・The　following　three　propositions　are

thell　equivalent．

（i）．ノis　a　P－fuzzy　switc，hing　fllnction・

（ii）．　f　is　a　uniform　fllzzy　switching　function．　That　is，　for　any　a∈驚

｛溜ゴ爵聞：留

（iii）．　For　any　a∈「レun

／（a）＝0．5⇔∫（」9（∂＝｛0，1｝

Proof．　First，　f士oln　Theorem　4．3，　if　fuzzy　switching　function　f　is　uniforln，　thenアis　a

P－fuzzy　switching　function．

　　　Conversely，　Lemma84．1，4．2りand　4．3　imply　that　the　P－fuzzy　switching　function　is

uniform。　Conditions　l　and　2　are，　therefore，　equivalent，　Condition　3　is　straightforward

from　Theorem　4．1．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ



CHAPTER　4．　P－FUZZY　S　WITCHIIVG　FUNCTIONS 46

4．3 Restrictions　of　P－Fuzzy　Switching　Function

Let∫be　a　mapping／：Vn→レ，、4　be　a　non－elnpty　subset　ofレn．　A　restriction／値of∫

to　A　is　a　mapping　defined　byノ「lA（a）＝／（α）for　all　elenlentsα　of／1．

　　In　the　preceding　section，　we　have　introduced　the　collcept　of　quantized　sets，　which

characterize　a　restriction　with　some　sllbsets　of　V3n．　Let　us　remind　of　the　de且nition　of　the

qualntized　sets．

　　Let　A；｛α1，α2，＿μ，、｝be　a　Sllbset・f　V7し，

sets　of／are　subsets　of確乙defined　as　follows：

q（f）

σo（／）

Cu（／）

c（／）

fbe　a　mappingノ　：A　－→　「レ．　9uantized

｛可λ1・i∈且，λ∈γ，∫（・のλ

｛可λ匝∈A，λ∈v，ノ（αのλ

｛可λ匝∈A，A∈v，・f（叫）A

σ1（／）Uσ。（∫）uCu（／）．

＝1｝

＝o｝

＝o．5｝

Expansions　of　quantized　sets　are　subsets　of瑠しdefi　ned　as　follows：

cr（ノ）

σδ（∫）

σ猷ノ）

c＊（f）

　　　σ1（∫）∪｛α∈V，nlb∈C▼1（ノ），b）’α｝，

　　（L’O（／）U｛α∈1／『lb∈Cb（ノ），b＞一α｝，

一・・（／）・ o・・唯雛cc∈c朔
　　Cl（∫）∪σδ（ノ）uCb（ノ）．

4．3．1 P．・Resolutions

Definition　4．4　Let（7δ（∫）Cr（f）be　expansions　of　mapping！．

Po（／）of　f　are　subsets　of協πdefilled　as　follows：

pP（f）

1’8（∫）

P’＋1（f）

P6＋1（f）＝

σr（f）∩号

cδ（f）∩曜

Pl（f）・
o・・剛

P6（／）・
oa・陽1

1）－resolutions　Pl（ノ）and

綿陶～｝

P、（f）＝P1（f）i＝P、（f）i＋1＝…

P。（f）＝P。（f）t＝　Po（！）z＋1＝…

We　ofte皿call　P6（f）and　Pii『（ア）i－th　P－resolutions　of　f．
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Example　4．4　GiveII　the　followillgs　expallsions　of　a　P－fllzzy　switching　function，

　　　　　　　　　　　　　　　c芋（／）＝の，

　　　　　　　　　　　　　　　σδ（∫）＝｛（0，0）｝，

　　　　　　　　　　　　　　　Cb（∫）　　＝　　｛（0。5，0），（0．5，0．5）ラ（0．5，1），（1，0．5）｝

the　P－resolutions　al・e　defined　one　a、fter　another　as　follows、
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く
　
ぐ
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理
婿
習
場
理
瑠
理
瑠
理
理

の

｛（o，o）｝

Cl（ノ）U｛（1，0）｝

σδ（f）

Pll（！）

pd（！）∪｛（1，1）｝

P～（f）U｛（0，1）｝

瑠（ノ）

pf（！）＝…；Plげ）

瑠（！）＝…＝P。（f）
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We　demollstrate　P－resolutions　ill　the　temary　truth　tables　in　Table　4．4，　in　which　element＄

of　Cき（∫）ラ1）歪（∫），　alld・P6（∫）are．5，1，　alld　O，　respectively・

　　　　　　　　　　　　　　　　　Table　4．4：Truth　tables　of　P－resolutions

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（：1＊（∫）　　　　　　　　　pi（∫）and　pE｝（∫）

弗 0　．5　1

0
．
5
1

0　．5

@．5　．5

@．5

P～（ノ）alld　Po2（ノ）

〃＼z 0　．5　1

0
．
5
1

0　．5　1

@．5　．5

@．5　0

虚 O　．5　1

0
．
5
1

0　．5　1

@．5　．5

@．5

PP（f）an　d　、Po3（f）

シ＼¢ 0　．5　】

0
．
5
1

0　．5　1

@．5　．5

P　．5　0

4．3．2　P－Representability

We　say　a　restrictionルof　a　fuzzy　switching　functionプis　P－representable　if　there　is　a

P－fuzzy　switching　funct玉onノ》such　that／（α）＝fp（a）for　aユ1α∈A．
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Theorem　4．5（P－representability）Let／be　a　restriction　of　fuzzy　switching　functionsラ

and　P1げ）and　Po（／）be　P－resollltions　of　f。　Then，∫is　a　P－fuzzy　switchillg　function　if　and

only　if

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1も（∫）∩ノ「，1（∫）＝の・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．6）

Proo£We　prove　by　colltra．diction　that　there　is　no　element　which　belongs　to　both　P－

resolutions　of　P－fuzzy　switching　function　f．　Suppose　thatα∈、P1（！）∩」P｛｝（∫）。　Since∫is

arestriction　of　a　fuzzy　switching　function，　from　Theoreln　3．2σδ（ノ）∩Of（／）＝の．　Hence，

α　¢　P8（！）∩」叩げ）＝の、

　　　Letαbe　an　element　of．P6（！）and　of　Pl＋1（ノ）－Pl’（！）without　loss　of　generality．　There

thell　exists　a　b∈σδ（ノ）such　that　b｝αand　Bb⊂、P6．　Th三s　implies　f（Bb）；｛0｝and

ノ（b）＝0．5，which　violates　ulliformity　of／ッand　hence　contradicts　the　hypothes三s　that！is

aP－fuzzy　switchlng　functiolL　We　therefore　havc　PI（ノ）∩Po（／）＝の．

　　　Converseiy，　let　us　sl11）pose∫is　Ilot　a　P－fuzzy　switching　functioll　when　Pl（∫）∩Po（f）＝

の．Considerα∈σ善げ）such　that∫（Ba．）≠｛0，1｝，　which　violates　ulliformity　of／．　If

∫（B。）＝｛1｝thell　there　lllust　existl　b∈1）｛’ i！）and　b∈」P6＋1（∫）f｛〕r　an　elemellt　b∈．Bα．

This　colltradicts　tlle　hyPothesis　that　1）1（ノ）∩po（／）＝の・Rlrthermoreラifノ（・Bα）＝｛0｝then，

三nasimilar　svay　，、ve　have　b∈1㌔（∫）∩pl（∫）fbr　any　b∈Ba．　Cense（luently，∫（」Bα）＝｛0，1｝

for　anyα∈（Jb（／），　so　f量s　a　P－fuzzy　swit（⊃lling　fullction．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

4．3．3　P－－Uniqueness

We　say　a　restriction／IA　of　a　fuzzy　switching　function　is　P・・unigue　if　there　is　a　unique

P－fuzzy　switching　fullCtiOl！fp　such　tha，t，　f（a）＝fp（α）for　every　a∈A．

Lemma　4．4　Let　fp　and　gp　be　P－fuzzy　switching　fl111ctions．　Then，　fp（α）＝gp（α）for　all

α∈レ『if　and　only　ifノ》（α）＝．qp（α）for　allα　∈lfrn．

Proo£This　is　evident　sillce　all　iinplicants　are　determined　uniquely　by　elements　of　V2n

only．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

正emma　4．5　Let　fp　be　P－fuzzy　switching　functions，　and　C＊（fplA），　Pl（fplA）and　Po（fplA）

be　the　expansion　and　the　P－resolutions　of　a　restriction　fplA，　respectively．　Then，　fp（α）＝1

for　allα∈P1（ノ》）andノ》（b）＝Ofor　all　b∈P（〕（ノ》）．

Proof　We　prove　this　by　induction　by　verifying　it　for　all　i－th　P－resollltions．

　　　It　is　c1…ly　t…f・・P8（∫，）・nd　Pp（fp）・since婿（fp）⊂σδ（∫，）・・d　Pp㈲⊂σ1（乃）・

　　　Assume　the　lemma　hold　fbr乞一th　P－resolutions，　that　is，　fp（α）＝1for　a皿α∈．Pl（fp）

and　fp（b）＝Ofor　all　b∈．P6（ノ》）．

　　　Forα∈P＋1（fp），　by　Defillition　4．4，　there　exists　b∈σひ（fp）such　that　b＞一αand

Bb－｛α｝⊂P6（fp）．　Our　assulnption　gives　usノ》（b）＝0．5　and　fp（c）＝Ofor　all　c∈．Bb－｛α｝，

which　is　a　subset　of．P6（fge）．　Because　of　uniformity　of．fp，　we　have．fp（B6）＝｛0，1｝，　and

hence，　fp（α）＝1．　In　tlle　same　manner，　fp（α）；Ofor　a皿α∈」P6＋1（fp）．　The　lemma，

therefore　holds　fbr　i十1－th　P－resollltions　whenever　the　lemma　hQlds　fbr　i－th　P－resolutions．

By　the　Principle　of　Mathematical　Induction，　the　Iemma　holds　for　all　i－th　P－resolutions．□
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Theorem　4．6（P－uniqueness）Let　fp　and　gp　be

fp（a）；g，（α）fol’everyα∈Vn　if　and　only　if

ロ
　
　
　
ら

ー
り
白

P－fuzzy　switching　functions．　Then，

fp（α）＝9ア（α）　∀α∈A，

PO（f，IA）UP1（fpiA）＝V，n，

（4．7）

（4．8）

Proof．　Condition　l　is　llow　equivalent　to　the　following．

∀α∈A

∀α∈σ累（fplA）

fp（α）＝9p（a）

O　　［Lemma　3．5］

fp（a）＝9P（a）

S　　［Lelllma　4．5｝

∀a∈Pl（fp　IA）UPo（fplA）　fp（a）＝9P（a）

∀αd伊

∀α∈vn

⑤
f，（a）

ひ
fp（a）二9P（α）

［ConditiOI12］

＝9P（α）

［LemIna　4．4］

口

　　By　verifying　the　condltions　ill　Eq．（4．6）and　Eq．（4．7），　we　ca，n　see　whether　any　gjven

restriction　A　－　V　is　P－consistellt　or　P－unique．　Figure　4．2　illustrates　the　relationship

between　some　classes　of　restrictions，　where　the　set　of　P－unique　restrictions　is　shaded．

Note　that　any　restriction　that　is　uniqlle　and　P－consistent　is　also　P－unique．

rCS［nctlons

爬presentabhe

P－unique

Figure　4．2　Classes　of　restrictions

4．3．4　Representation　of　P－unique　restriction

Definition　4．5（P－expansion）Letσ1（∫），σδげ），　andσ西（f）be　expansions　of　a　fuzzy

switchil唱function∫，　a、nd　P1げ）and　Po（f）be　P－resolutions　of∫．　P－expαnsions　of∫are

subsets　ofレ5n　defined　as　follows：

σfげ）＝c．’1（∫）u｛α∈瑚β。一｛α｝⊂P1（ノ）｝

σ8（f）＝σδ（∫）u｛α∈v劉B。一｛α｝⊂P・（∫）｝
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　　　　　　　　　　　　　・が（／）一卿）・←・聯轍1召：謝

　　　　　　　　　　　　　oP（∫）＝σf（／）uσ8（ノ）uoが（／）

Theorem　4．7　For　any　P－expansions　of　P－uniqlle　restriction∫，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c，P（／）uof（！）uo8ω＝曜

Proof　It　is　straightforward　frolll　Theorem　4．4．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

Theorem　4．8（Representation　of　P－unique　restriction）Let／be　a　P－unique　restric－

tion　of　a　fuzzy　switching　function，　andσf（／）＝｛α1，＿，a7］、｝be　a　P－expansion　ofノ．　The

P－fllzzy　sw三tching　fullction　is　represented　by　the　logic　form．ula

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F＝αα1＞a’“2　V…〉ααm，

whereαα！is　a　sill1Ple　p｝lrase　corresponding　toαi，

Proo£From　Theorem　4．2，　it　is　sufficiellt　to　represent　a　P－fllzzy　switching　function　to

collect　only　elements　of　V3n　tllat　have　the　value　1，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

4．3．5　Example

W…en・w・e・dy　t・・bt・i・　a　1’－fllzzy　switd・i・g　flln・ti・11　f・・m・ny・e・t・i・ti…f・fuzzy

switching　function・Let　us　look　at　the　problem　ill　the　Introductioll　ag面n．

Problem　Let　A　be　a　subset　ofレ2　such　that　A＝｛（α7，0．1），（0．4，0．7）｝，　and∫be　a

　　　　mapping∫：／1－→レ「defined　aS　fOl10wS：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（0・7・O・⊥）＝0・9，　　　　　　（4．9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／（0．4ラ0．7）　＝　　0．4．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．10）

Question　1：is　there　a　P－fuzzy　switchi　ng　function　such　that　F（α）ニノ（α）for　everyα∈A

　　　　？

Question　2：Wha，t　logic　formula　does　represent　f　li

　　We　start　by　getting　quantized　sets　for　the　restriction　f　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ol（！）＝｛耐’2，而耐’6｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　｛（0．5ラ0），（1，0）｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C。（f）一｛耐’5｝＝｛（0，・）｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oσ（！）；｛耐，酊’7｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　｛（0．5，0．5），（0．5ラ1）｝．

（4．11）

（4．12）

（4．13）

（4．14）

（4．15）
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Next，　f（）r　the　quantized　sets，　we　have　the　following　expansions：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cf（／）　＝　σ1（／）U｛（0，0）｝，　　　　　　　　　　　　（4．16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0δ（！）　　；　　σo（／），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ～｝（ノ）　　＝　　CtJ（∫）U｛（0，0．5）｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．18）

Since　they　sa，tisfy　c．ondition　l　of　Theoreln　3．5：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CJI（∫）∩（7δ（∫）　＝　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・19）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　crげ）∩σ猷／）　＝　の　　　　　　　　　　　　　　　（4．20）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（：t6「（∫）∩Ob（／）；の　　　　　　　　（4．21）

a．nd　also　colldition　2，　there　must　be　a．t　the　lea．st　one　fuzzy　switching　function　F　such

as　F（α）＝∫（α）for　all　elemelltsαof　A．　For　these　expansions，　we　have　the　followillg

P－resolutiOns，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ）1（／）　＝　　（1，’1（／）∪｛（1，1）｝，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．22）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P｛）（∫）　＝　　C「δ（f）ラ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・23）

tha、t　satisfy　Eq．（4．6）and　Eq．（4．7）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1）1（∫）∩Po（∫）　　＝　　のう　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．24）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，、（∫）UPc）（∫）　＝　　▽＞2．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．25）

Thus，　by　Theorem　4．5　and　Theorem　4．6，　there　is　a　unique　P－fuzzy　switching　function　for

f．With　the　following　P－expa，nsioiLs：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σf（∫）　＝　Cf（∫）U｛（1，0．5），（／，1）｝，　　　　　　　　　（4，26）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ8（∫）　＝　　C・δ（∫），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．27）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ8（∫）＝Cb（／），　　　　　　　　　（4・28）

we　call　uniquely　determine　the　logic　forn｝lllaFwhich　represents∫by　applylng　Theoreln　4．8

als　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　F＝α（°，°）〉α〔°・5，°）〉α（1，°）Vα（’ρ・5）Vα（’，’）　　　（4，29）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；　　奮藪「＞7＞a⊃歪7VxV．T！ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・30）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　す＞x　　　　　　　　　［by　absorption　laWs］　　　　　　　　　　　　　（4．31）

This　is　the　only　P－fuzzy　switchiIIg　fuIlctioII　which　satisfies　Eq．（4．9）．　We　demonstrate

this　mapping　in　Figure　4．3．　We　illustrate　these　steps　in　Table　4．5ッwhich　shows　particular

elements　in　each　step　in　boldface．

4．4 Conclusion

We　have　studied　the　properties　of　P－fuzzy　switching　functions，　and　clari且ed　the　necessary

and　su缶cient　conditions　for　restrictions　to　be　P－represelltable　in　Theorem　4．5　and　to　be　P－

unique　in　Theorem　4．6。　These　conditions　are　useful　fbr　autolnatically　deriving　knowledge

represented　as　siInple　Iogic　formula　from　any　given　learni皿g　data．　We　also　described　a　way

to　represent　P－fuzzy　switching　functions　froln　any　P－unique　restriction　in　Theorem　4．8．
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一憾

　　　　　　　　暑

Figure　4，3　P－fuzzy　switching　function

CHAPT且R　4．
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Table　4．5：Truth　tables　of　quantized　sets

　　　　　　　　　　σ（！）

露 0　．5　1

0
．
5
1

　1　1
@．5
O　．5

c＊（！）

幽 0　。5　1

0
．
5
1

1　　1　1

D5　．5

O　．5

P（）（／）and　P1（／）

卯 0 1

0
　
　
　
　
1

cp（f）

ッ＼z 0　．5　1

0
．
5
1

1　1　1
D5　．5　1

O　。5　1



Chapter　5

Identification　of　Kleenean
Functions

Sollle　propertie＄of　the　partially　specified　fuzzy　loglc　functめ11s　with　constants　are　investi，

gat・d　a・d　tlle　id・ntifi・・ti・・pr・ble1・・f　l・gi・f・rm・1・i…lved．　A　fuzzy　l・gi・（・wit・hi・g）

fun・tl・n　i・・mapPil・g・ep・e・ellt・d　by　me・1・s・f　1・gi・f・rln・1・w1・i・h・・n・i・t・・…i・bl，、，

three　logical　colmectives，　alld　two　consta，nts　of　O　and　l。　In　this　chapter，　ally　truth　vallles　of

［O・・1］a・e・11・w・dt・be　c・11・talnt・i・1・gi・f・rln・1・・Th・fllzzy　1・gi・fun・ti・・with・・bit，。，y

constants　is　called　Multip】e－valued　Kleenean　function．　Main　result　is　Theorem　5．7　which

clarifies　a　necessary　and　sllfnciellt　condition　for　an　丘denti丘cation　problelrl　of　I〈leenean

fUllCtiOn　tO　be　SOiVe‘】．

5．1 Introduction

Fuzzy　switching　function　is　a　silnple　mapl）ing　represented　by　a　logic　formula，　and　thus　can

b・u・ed翻・gi・・1・xp・e・si…fk・・wl・dg・・W・h・・℃・t・di・d　th・id・nti丘・・ti・n　p・。b1・m。f

apartially　specified　P－｛㌔1zzy　switchlng　function　and　cla、ri丘ed　the　necessary　and　suMcient

conditioll　for　a　given　partial　I－napping　to　be　represented　by　a　single　logic　formula　in　the

preceding　chapter。　The　results　follow　an　effective　aユgorithm　of　uncertain　knowledge　acqui．

sition　tha、t五ts　the　best　logic　formula　into　a　partial　mapping　speci丑ed　by　typical　learning

data　of　human　experts［14〕．

　　　hpractice，　fuzzy　switchillg　function，　however，　is　not　robust，　that　is，　aIly　small　noise

of　learning　data　could　spoil　the　consistency　because皿o　constant　except　O　and　l　is　allowed

in　logic　formula．　For　exalnple，　conslder　a　single　variable　fuzzy　switching　function∫．　For

an　element　of　O．2，　the　vallle　of　f（0．2）must　be　either　O，1，x＝0．2，0r～x＝0．8．　None　of

fuzzy　switching　functions　can　take　a　value　of　O．3，0．10r　O20001．

　　　In　this　chapter，　we　allow　ally　constant　of［0ラ1］to　be　in　logic　formula　such　as

／1＝O・3．T～y， f2　＝0．20001　Vω，

which　represents　a　special　claεs　of　multiple－valued　fllnctions　called“n－variable　multiple．

valued　Kleenean　function．”Hereafter，　we　oftell　omit“n－variable”and　just　say　a　Kleenean

54
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function　to　mean　it　rather　than　fuzzy　switchillg　function　with　constallts．　From　a　multiple－

valued　logical　view　pOillt，　Kleenean　function　has　been　studied　and　the　fundamental　prop－

erties　including　the　monotonic三ty，　tlle　canollical　fo　1’　Tn　and　the　representatio皿have　been

clarified　ill［20，24っ251．

　　　We　study　some　propertieg．　of　Kleenean　function　which　is　partially　specified　by　a　subset

A＝｛a．1　，．．．，am｝of［0り1］TL　and　subset、B＝｛bl，．．．7brn｝of　V　with∫（ai）＝bi　for　all

ゴ＝1，＿，m．　The　identifica，tion　prol）leln　of　Kleellean　function　is　to価d　a　logic　formula　F

such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／（ai）＝F（α，i）　for　all　ai∈A

froln　given∫：A→B．　An　incollsistenl，　Inapping　f　could　involve　that　there　is　no　Klee－

neall　ftmctioll　satisfying　f．　Hellce，　the　colldition　fbr　an　existence　of　Kleeneall　functioIl

representing　a　given∫is　iInportant　issue　a．nd　should　be　clarifie（1．

　　　In　this　paper，　after　review三ng　solne　fundainental　de盒nitiolls　alld　properties　of　Kleellean

fullctions，　we　define　some　va，riations　of　quantizat三〇11，　strong，ωeak，　and　quasi　quantization．

Ma．in　result　is　the　necess　a．ry　a．IldsuMcient　condition　for　existence　of　KIeenean　fuIlction　that

satisfies　a　given　identification　probleln　f：A→Bりwhich　provides　a　knowledge　of　given∫

expressed　in　a　logic　foi’nnula．

5．2 Kleenean　Functions

This　sectioll　gives　flm（1amental　definition　ofKleeneah　fmlction　though　almost　all　definitions

are　the　same　as　those　of　fuzzy　switchillg　fullC，t三〇11　except　arbitrary　constant　values　of［0，1］．

The　biggest　differnce　between　thein　is　the　quantization　theore1：n　of　fuzzy　switching　function

does　not　hold　ill　Kleeneall　function．

5．2．1 Basic　Definitions

Definition　5．1　Let　y＝［o，　IJ，レ～＝｛o，1｝a11（1レ13二｛o，o．5，1｝be　the　sets　of　trllth　values．

Alogic：ノbrアnula　collsiStS　of　constants　of［O，1］，　n　variables　ari（’i＝1，．＿，n），　and　three

killds　of　logic　colulectivesαπ4（〈），　o’r（〉）and　T｝ot（～），　that　are　denned　byコci〈xj＝xi：じゴニ

1ni・（η朔いガv¢」＝1・・ax（1・i，励，　and～x・i；酉＝1－Xi．

　　　Afuzzy　b9乞c　function　with　constants　or　Kleenean　funetion　is　a　mapPing　froln　an　n－

dimensionaユCartesian　product　Vn　to　y　which　ls　represented　by　a　logic　formula．

Definition　52　Let　a　and　b　be　elements　ofレ．　Thel1，α≧b　if　and　only　if　either　O。5≧α≧δ

or　b≧α≧0．5．　The　rela．tion≧can　be　extended　toレn　by　lettingα＝（α1，．．．，αn）and

b＝（6b…　，bn）be　elelnents　of　Vnっα≧：b　if　and　only　if　ai≧：bi　for　each　i（i＝1，．．．，n）．

Any　two　elements　a　in［0，0．5）and　b　in（0．5，1］are　not　comparable　with　respect　to≧．　We

denote　this　by　a　t　b．　We　writeα〉－bto　mean　that　a　t　b　andα≠b，

　　　Kleenean　function　is　representable　by　a　disjunctive　form　which　is　a　disjunction（〉）of

some　conjunctions（〈）．　There　are　two　types　of　phrases。　One　is　called　a　complementary

phrαse　which　contains　a　literaユand　its　negation　such　as　xi〈（～xi）f（）r　some　xi．　The　other

is　called　a　5inbple　phrase　which　does　not，
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Definition　5．3　Letαand　b　be　elements　of璽L　alld「嘩一V2n．　A　s・imple　phraseαα

corresPondillg　to　α　and　a　complementary　phraseβうcorresponding　to　b　are　de丘ned　by

αα＝v？ユ〈一・〈¢負…andβら＝¢11〈…　〈の軸where

・～争＝

Xi　　if（IL　．i＝　1

万if・i＝o　璋＝
l　　　　if　αi　＝　 0＿5，

：Vi　　　　if　biニ　1

万　　if　bi；O
Xi瓦「　　if　bi　；　0．5

fOr　everyぎσニ1，．．．，η）．

　　　Note　that　the　above　defilnition　of：iinPle　and　complementary　phrases　do　Ilet　contain

constants　of［0う11　except　1．

5．2．2　Fundamental　Properties

Theorem　5．1（Monotoniciもy）［24］Letαand　b　be　elemellts　of　i／n　and　f　be　a　Kleenean

fu　llctiOll．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α≧：b⇒　ノ（α）≧ノ（b）

Theorem　5．2［24〕Let／and　g　be　Kleenean　function＄．　Then，／（α）＝g（α）for　every

elelnentαof　V3n，　if　a，nd　only　if∫（a）＝9（α）for　every　elementαof　V’z・

Theorem　5．3（Representation）［25］AIly　K】eenean　function∫is　represented　by　Iogic

formula．．F：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（x）＝論一）・∫（・）IBa（・）｝

wllereααis　a　simple　I）hrase　correspollding　toαandβαis　a　complementary　phrase　corre－

sponding　toα（letβα（x）＝Oif　c∈V穿L）．

Corollary　5．1［251　Let∫be　a　Kieenean　function，α＝（α1，．．．，αn）asubset　of　Vn．　For

an画σ＝L＿7？，），　we　1・ave

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア（α）ニ1も～ai＞F1　ai＞Fo　Fi　Eo．s　v　Fo．5αゴ～砺

where－Fo，　Fl　alnd　F（）．5　denote

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　FD＝∫（αb．．．，α・i－、，0，αゴ＋、，＿，αの，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F1＝∫（α1，＿，αト1，1，αi＋1，．．．，α。）ラ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fo．s＝∫（α玉，＿，αi－1，0．5，αi＋1，．．・，α。）．

Proposition　5．1［10］For　any　simple　phraseα‘L　correspondlng　tGα∈瑠乙，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αα（α）；L

For　any　complementa、ry　phraseβうcorresponding　to　6∈レ蜜一レ穿ッ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　βら（b）＝0．5．
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Proposition　5．2［⊥0］Letααbe　a　siMI）1e　phrase　correspollding　toα∈レ♂．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a≧ゐ⇔α「L（b）＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　b≧a⇒αf1（b）＝0．5

Proposition　5．3［12］Letααbe　a　sirnple　phrase　corresponding　toα∈「レ『and　b　be　an

elenient　of　V3n－1窒乙，respectively．　If　a・fL（b）；0．5，　there　exists　c∈四such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αとc，bとc．

Proposition　5．4［10］Letαand　b　be　eleineiits　of　Vn，βb　be　a　complementary　phrase

corresPonding　to　b．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αとb　⇔　　β5（α）＝0．5．

5．3　　1dentification

5．3．1　Quantizations

Aqua，ntization，　a，　useful　unary　operation，　is　frequently　used　in　conventional　fuzzy　logic．

Ill　this　paper，　we　define　llew　types　of　quantizations，　called　strong，　weak，　and　qua£i　quan－
　■　　　　　　　　　　の

tlzatlon．

Definition　5．4　Let　x　alldλbe　elelnents　of　V，　A．s’tron．q　g脇η伽αオゴoητλof　x　byλis　aIl

eielnent　of　V三3　de且11ed　by：

τλ；

Aweak　quantization童λof

　　0

　　1

0．5

　　．21

童λ＝

　if　O≦コじ≦Mill（A，1－A）≦0．5，　x≠0．5，

　if　l　≧　〔む　≧Inax（A．1一λ♂）≧0．5，コじ≠0．5，

　other、vise．

byλis　all　eleinent　of　tt．｝defined　by：

These　two　quantizations　are　illustrated　ill　Fig

　　　Let　x＝（X1ツ…　　ラXn）be　an　element　of　Vn．

of　x　byλare　elelnents　of　V3n　de丘ned　by

Example　5．1　The　strong　and　weak　quantizations　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　♂・3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Qo．3

Note　that　both　quantizations　byλ

　O　　　if　O　≦　．r　＜　Inil1（A》1一λ），

　I　　if　Ina．x（A，1一λ）〈．x　≦　1，

0．5　　0ther、vise．

　　　　　　　　　　ure　5．1（where　we　supposeλ〈0，5．）

　　　　　　　　　　　Strong　and　weak　quantizations　iλand　1A

死λ＝（＿A　　　－一一λXl　1…　，Xn）～

1λ＝（竺⊥λ・…，謬ηλ）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　α＝（0，2，0．7り0．3）are　as　follows：

　　　＝d°・7＝（O，1，0），

　　　＝　　⊆！o．7＝（0，0．5，0．5）．

　　＝0．4are　equal　as　fbllows：

rf・4＝a；o．、＝（O，1，0）．



CHAPTER、5．　IDENTI．FICATION　OF　KLEENEAIV　FUNCTIONS 58

iλ

1

05

0

0 λ 1一λ　1

1λ
　　　1

05

0

0 λ 1一λ　1

Figure　5．1　Strong　and　weak　quantizations

Proposition　5．5　Letαbe　ill　Vn　andλ，τbe　in　y．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λと・⇒　石丁≧πλ，旦。≧旦λ．

Proof．　The　proof　is　omitted．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

Definition　5．5　Letα＝（α1，．．．，α，、）∈Vn，　alldλ∈レ．　A　qu．asi　guanti2ation　of　a　byλis

asubset　of　Vn　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2λ（α）＝（Qx（α1），．＿，（～入（an）），

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ・（・の一｛㍊翻dλ≠’一　ai，

　　　Note　that　either　strollg　or　weak　qua．11t三zation　ca、n　be　used　in　the　a，bove　definition

bec・u・e可A＝璽、　h・ld・whenev・・λ≠・i・・dλ≠1－・・h・1d・

Theorem　5．4　Letα＝（α1，．．．，an）∈Vn，and／be　a　Kleelleall　function　such　thaげ（α）＝

b，For　any　a．i，we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（α1，．．．，9b（αの，＿，αn）＝b．

Proof．　Ifαゴ＝borαゴ＝1一うthen　Qf（α）（α∂＝αi，　and　thus　the　lemmais　triviaJly　true．　So

we　assume　thatα1≠δandα1≠1－b．　We　shaIl　prove　by　only　8　cases：（i）0．5≦b〈aii（ii）

0．5≦αi〈b；（iii）0．5≦1－b＜αi；（iv）aiくb≦0．5；（v）b〈ai≦0，5；（vi）0，5≦1－ai〈bl

（vii）0．5≦b〈1－ai；（viii）0．5≦αi＜1－b，

　　　（i）Suppose　O．5≦b〈ai．　Then，　Cb（α）＝・（α1，。．．，αゼ＿1，1，砺＋1，＿．，αn）＝Fl．　By

Corollary　5．1，　we　ha、ve

　　　　　　　　　　　　　　　　／（α）＝凡～ai＞F、ai　V　EoF、F。．5　V角．5α・i～α｛＝6，　　　　（5．1）
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Fi　ai　a、nd　Foノ・11凡．5　become　less　thall　b，　that　is，　a　contradiction，　So　Fl≧う．　Therefore，　we

have　Fl；b，　i・e・，∫（α1，…　，（～∫（αの，．．，，αn）＝6．

　　　（ii）Suppose　O．5≦ai〈6．　Then，　q6（α）＝（α1ラ＿‘，αi＿1，0．5，αi＋1，．．．，an）＝Fl．　As

the　same　way　in（i），　we　have　that　both　of　ai　and～ai　are　less　than　b，　and　thus，　phrase

FoFiFo．5　must　be　equal　to　6．　If　Fo，5＞bthen　by　the　monotonicity　we　have　Fl＞δand

Fo＞b，　which　lead　to∫（a）≧Fi　．Fo　Fo．5＞band　so　contradi（：tion．　Therefbre，　we　have

1も，5　＝b＝∫（α1，…　　，（2∫（α｛），．．．ラαn）．

　　　（iii）When　O．5≦1－b〈αi　the　theorem　can　be　proved　as　in　the　case（i），

　　　（iv）Suppose　a・li〈b≦0．5．　Then，∬（（？占（α））＝F（α1，．．．，0，．＿，（tn）・＝F（〕．　By　equa－

tion　（5．1）alld　α、　＜　ゐ，　either　phrase　ノ㌃）～αi　or　．Fo・Fl　E［）．5　must　be　b．　If　Fo　＞　b　then

／（α）≧Fo～ai　＞b，　so　Fo≦b，　While，　if凡く6then　the　other　p｝lrase’bFl1も．5　a、lso

becomes　less　than　b，　hence，　Fo≧b．　Accordillgly，　only　b　call　be　equal　to　F（〕．

　　　（v）Suppose　b〈ai≦O．5．　Then，1・「（Qb（α））＝F（α1，．．．，0．5，．．．，αn）＝Fo．5．　Since

now　both　ai　alld　～ai　alre　greater　tha，n　b，　an　of　fbur　phrases　in　equation　（5．1）can　be　b．

However，　lettin9・F（〕．5＜blea・ds　to　colltradiction　beca、use　the　monotonicity　forces　Fl〈b

alld∬b　＜b．　that　is，　all　of　phrases　are　less　thaln　b．　Simila、rly，　F（）．5　＞ゐis　also　irnpossible

because　the　fourth　phrase　Fo．5α1～砺becollles　greater　than　b，　which　arises　the　contradiction

f（a）＞Fo　．S　ai＞b．　Therefore，　we　obtain∬も．5＝6。

　　　（vi）（vii）（viii）The　case　whell　O．5≦1一α・i〈b，0．5≦δ〈1一αi，　and　O．5≦ai＜1－b

can　be　proved　ill　the　salne　as（ii），（i），　and（v），　respectively．

　　Thus　we　show　the　theorem　holds　for　aユ1　case1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

Example　5．2

ノ（0．2，0．6，1）　　； ∫（（？o．：3（O．2），0．6，1）＝／（0．5，0。6，1）

／（O。2，（？o．3（1），0．9）＝／（0．2，0．5，1）

ノ曜（O．2，0．6，（？o．3（1））＝！（0．2，0．6，1）

…＝
^（0，0．5，1）＝0，3．

Corollary　5．2　Let∫be　a　Kleenean　function　with∫（α）＝b．　For　any　c∈レ蜜，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c≧9b（α）⇒∫（c）とb

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c＝qb（α）⇒∫（c）＝b

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2b（a）とc⇒b≧∫（c）

Proof・Theorem　5・4　shows∫（c）＝b・Since　c≧Qわ（α）≧c’，　we　conclude　thatノ（c）≧bと

！（c’）from　the　monotQnicity　of∫．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

5．3．2　Possibilities　of　Truth　Values

Definition　5，6　Let　f　be　a　mapping　such　that　f（α）＝bfQr　someα∈Vn．　FGr　f（a）ニb，

we　define

α＊＝dノ（α），

a・・＝Qf（・）・
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　　　Note　tha．tα＊≧α＊always　holdsりalld　Corollary　52　gives　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（a）とノ（α．），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（α＊）≧／（α），

Definition　5．71、et、4＝｛α1，＿，αm｝be　a　subset　of　Vn，　and　f　be　a　mappingノ：A→レ．

Forα∈γη，α＊andα＊∈レ摯，　a　subsetσ∫（α）of　V3n　is　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ∫（α）＝｛c∈K劃α＊≧：c｝u｛α＊｝

alld　for／1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ∫（A）－Cf（・・）u…uo∫（r配）・

Exampl・5・3　L・tα＝（0・3，0・4，0・9）・・d∫be・Kleen…f…ti・・…hth・t∫（α）二〇．3．

Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α＊　　＝　　（0，0．5，1），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（？b（α）　　＝　　（0．3，0．5っ1），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α＊　　＝　　（0．5ラ0．5，1），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　C∫（α）＝｛α㌔α。，（0，0，1），（0，1，1）｝．

VVe　illustrate　the　result　oll　a　Ha，sse　dia，gra，in　ill　Figure　5．2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（O．5，0．5，05）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヒ∫ロ　　　0．5，0．5，1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　09ω（0。3，0．5，1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、，・（o，o　．9　，1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（0，0，0）　（OlO，1）　（0，1，1）　（1，1，1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Figure　5．2：Hasse　diagram　ofσ∫（α）

D・finiti・n　5・8　L・t∫b・・m・Ppi・9ノ（α）－6f・…m・α∈Vn．　F・・c∈σ∫（α），・

possibility　of　truth　vallle　is　a　subset　of　y　de且ned　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　fa（・）一接蹴魏蜜，

ifα＊≠α＊；otherwise

　　　　　　　　　　　　　　　姻一隣噸露：－a＊．
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Example　5．4　Let　f（02う0．3）＝O．3．　Theーり

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・㌧耐’‘3＝（o，o），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a・＝（0・2，0・3）。．，＝（0，0・5）・

a、11d　we　ha，ve

　　　　　　　　　　　　　　　　Cf（0．2，0．3）　　＝　　｛（O，0），（0，0．5）｝，

　　　　　　　　　　　　　　　1（o．2，0．3）（〔〕，0）　＝　｛a｝∈yio．3≧：x｝＝［0，0，3］，

　　　　　　　　　　　　　　1（o．2，0．3〕（0，0．5）　＝　｛cv∈Vlx≧：0．3｝＝［0．3，0．5］，

where　a　Ilotatiollレt，p］shows　a　subset｛x∈Vレz≦x≦p｝．　Figure　53　illustrates　these

possibilities．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ia（0，1）＝【0，0．3】

9ω

0　　　　　　　　　　　0．5ゴ＝（0，1）

0
噂◎、

@、
@、@、@　、@　、@　も@　　、@　　、♪＝（ ，0．3）＼．

　覧
@馬@　、潤@　’．

αヨでQ．2， 。3）

5

馬亀、　、

@、@、@　、

　　　　　　　　　　　Ia（O，O．5）＝【O．3，0．51

Figure　5．3：Possibilities　for　f（0．2，0．3）＝0．3

Definitio皿5．9　Let　A＝｛α1，＿．1αm｝be　a　subset　of　V7L．　We　writc　IA（c）to　mean　that：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IA（・）一∩∫。，（・），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・∈071（・）

whe「e∩・，∈・7・（・）is　a　subset°町・11ch　th・t｛・∈レ1・∈σ∫（・）｝・

　　Note　that　a　subset　O∫（α）depends　on　the　value　of∫（α）．　For　example，∫（α）＝

ノ（0．2，0．3）＝bhave　the　fbllowillg　O∫（α）：

　　　　　　　　　　　　　　（7∫（α）　　＝　　｛（0，0）｝　　if　6＝0．4っ

　　　　　　　　　　　　　　C‘∫（α）　　＝　　｛（0，0），（0，0．5）｝　　if　6＝0．3，

　　　　　　　　　　　　　　σ∫（α）　＝　　｛（0，0），（0，1），（0ラ0．5）｝　　ifう＝0．25つ

　　　　　　　　　　　　　　0∫（α）　＝　　V3n　　ifうニ0．4．
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5．3．3　1（－Representable

We　say　a　givell　functiol》：A→Vis

】Kleenean　function　F　such　that

“representa，bie，，　to　lnean　tllere　exists　at　least　one

C1： f（a）＝・1’（α）for　all　a∈・zl．

In　this　section，　we　shall　show　the　necessary　and　sufficient　condition　for　K．representable

（C1）is　that　every　possibility　IA　has　at　least　one　element，　that　is，

C3 IA（c）　≠　の　for　all　c　∈　σノ（メ1）・

To　prove（C1）and（C3）are　eqllivalent，　we　consider　an　assertion：

C2： F（c）∈1A（c）for　all　c∈Cf（A）・

First，　we　show（C！）and（C2）are　equivalent　by　the　following　lemma　and　theoreln．

Lemma　5．1　Letα，　b　and　c　bc　elements　of　V？zうレalldτ伊，ノa，　mapping　g．　uch　that　f（α）＝δ，

Ja（c）a，　possibility丘）r　c．　Thell，　Kleenean　functioll　F　satisfies　F（α）；bif　and　onヱy　if

F（c）∈∫α（c）for　all　c∈σ∫（α）・

Proof．　Suppose　tha．t　1・「（α）＝6and　there　is　c∈C∫（α）such　that　F（c）¢∫α（c）．　For　the　c

we　collsider　three　ca，ses：（i）α＊≧c；（ii）cとα＊；（jii）a’＝α＊ニc．（Note　that　we　do　not

have　to　co－sider　a・caseα＊≧三cbecause　of　the　de量nition　ofσ∫（α）・）

　　　（i）Ifα＊　≧：　c　theii　the　mollotonicity　Ieads　to　b　≧：　F（α＊（c））　≧：　∬（c），　and　thereby

F（c）∈ノ』（c）．

　　　（ii）Sinlilarly，三f　c≧：α＊then　17（c）≧1n（α＊）≧：b，　alld　thus　F（c）∈Ia（c）。

　　　（111）If　c＝ゴ＝α＊then　Corolla，ry　5．2　follows　F（c）＝F（α＊）＝わ∈1α（c）＝｛b｝．

Theref・re　F（C）iS　al・Va＞・S　il11。（C）．

　　　Collversely，　we　suppose　that　F（c）≠bwllell　F（c）∈Jα（c）holds　for　all　c∈0∫（α）．　Let

F（α）＝bノ，α’翠＝～万b’alldα叢二d’．

　　　（i）Ifδ〉－6’then　Proposition　5．5　shows砿≧α’取≧α＊，　and　hellce　F（砿）≧F（α’っ≧

F（a’）．　Forαノ＊，　F　lnust　satisfy　both　b’≧：　F（αノ＊）and

F（α’＊）∈1。（a’＊）＝｛妊v｝吐δ｝．

However，　no　vahle　can　be　F（α’＊）because　Ilow　b｝bノ．　Similarly，（ii）b＞b’follows

F（・二）¢la（al）。

　　　（iii）If　b　l差b’then　there　exists　c∈Cf（α）such　thatα＊≧candα’＊とc，　which　involve

bt≧F（c），　bとF（c）．

Thereby，　F（c）cannot　take　any　value　since　b迷b’．

　　　Thereforeラin　all　cases，　F（c）∈右（c）holds，　and　thus　we　have　the　lemma． 口
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Theorem　5．5　Let　A＝｛α1，，．．，am｝be　subset　of　Vn，　B＝｛bl，＿，bm｝，　and！：A→B

amappillg　such　that！（α∂ニbi　for　all　i＝1，．．．，m，　respectively．　There　is　a　Kleenea，n

function　F　such　that　f（α）二　F（a）for　aUα∈　ノ1　if　and　only　if∬1（c）∈　IA（c）for　all

c∈σ∫（〆1．）．

Proo£

　　　∀C∈σ∫（A）F（C）∈」rA（C）

⇔　∀α・∈A∀c∈（ヲ∫（a）F（c）∈1a，（c）

⇔　∀α∈14F（α）＝／（α）

口

Example　5．5　Letα＝（0．2，0．3）and∫（α）＝0．3．　All　of　the　following　Kleenean　functions

sat三sfy　the　condition　（C2），　that　is，五（0，0）∈　1，、（0，0）＝　［0，α3］and　fi（0，0．5）∈Jα（0ラ0．5）＝

［0．3，0．5］、vheIlever　f‘（0．2ラ0．3）＝0．3．

五
乃
乃
ん
ん
ち

0．3～xy～ヱノ

　
シ

　
～

シ
～

～
’
3

射
y
Oヴ

～2ノ〃～シ

O．3～a：

Here　we　show　that　condition（Cl）impiies（C3）by　tlle　following　lemma．

Lemma　5．2　Let　A　and　B　be　subsets　ofレn　alldレ，　fk　be　a　Kleenean　function血　、4→B，

and　L4　be　the　possibility　ofノ，　respectively．　For　all　c∈σ∫（A），　we　have

1／1（c）＝　　　∩　　 ∫α（c）≠の・

　　　　　　・∈071（の

Proof．　Suppose　that　IA（c）＝⑦for　c∈C∫（A）．　There　must　be叫and砺in　A　such　that

C∈Cf（αの∩0∫（αゴ）ニの・

　　　（i）If　fk（α∂1老fk（aj）thenα亨≧ca、ndα歪とcand　herlce　fk（α診）≧二fk（c）and　fk（α，）≧：

五（c）．But　no　value　fk（c）can　satisfy　both。

　　　（ii）Without　loss　of　generality，　we　let　fk（αD　〉一　fk（αゴ），1α｛（c）＝｛x∈Vlx　lz　f（αの｝and

Jα，（C）＝｛X∈y1／（αゴ）≧X｝．　HenCe，　C≧ai＊andα｝≧C，　and　thUSα亨とai＊．　HOWeVerう

froln　the　monotonicity　and　Corollary　5．2，　we　have／（aj）≧！（α｝）lri！（ai＊）≧／（αの，which

coll且icts　the　hypothesis．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　Here　shows　condition（C3）ilnplies（C2）．　Since　F（c）∈、［A（c）implicitly　shows　IA（c）≠

の，the　converse，　i．e．，（C2）implies（C3），　is　trivially　true．
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Th…em　5・6　L・t　A・・d　B　b・・ub・et・・f・V’‘・andレ，・・d！b・・m・PPi・g∫A→B．　lf

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1「A（c）≠の　for　all　c∈Cf（A）

then　there　is　at　least　one　K】eenean　functionノ～1　such　that

F（c）∈IA（c） fbr　all　c∈σ∫（A）．

Proof．1．et　F　be　a　logic　forinula　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F＝〉！（a）ツ。，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α∈A

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㌔一儒　1留⊇1：1：

whe・eα・・i…impl・ph・a・e・・rre・P・ndi1・g　t・α＊，　andβ。，　i・a・・mpl・m・nt・1　ph，。，e

corresponding　toα．．　Notice　thatβα．　could　be　a　simple　phrase　whel1α＊∈号乙．　Since　F

is　a　Iogic　formula　collta，iIlillg　constants　of　y，　it　defines　a　Kleenean　functions，　and　so　the

monotoniclty　mllst　hold　here．

　　　We・h・ll　p・・v・F（・）∈IA（・）・・d…n・ssumpti・・th・t　1・（・）≠のf・・all・∈0∫（A）．

Acc・・di・g　t・th・d・n・iti・1・・fσ∫（A）（D・丘・iti・n　5・7），　w・p・・v・by　three　ca・e・・（1）・＝

・・＝α＊ G（2）・＝a…；（3）可≧・，wh・・呵・nd・ai．・・e　elm・nt・・f　O∫（小u・h　th・t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ∫（a）＝｛c∈環「α本とc｝U｛α．｝．

（i）・lf・；α：　＝α・・then　IA（・）＝｛∫（・の｝・There・・e　tw・…e・・（・）／（αの＞O．5；（b）

　　　　／（α∂≦0．5．

（・）If∫（α∂＞0・5　then　tl・ere　exi・t…imP1・ph…e㌔、　i・F・u・h　th勘。、一

　　　αα『（c）＝αα診（αf）＝1from　Proposition　5．1．　Hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（・）≧／（・）α・妻（・）＝ノ（・）＝∫（α∂．

　　　Th・n，　w・・h・w　the・e　1・n・phra・e　i・F・uch　th・t∫（・’）・，’（・）〉∫（・）＞0．5．

　　　Otherwiseαc’（c）Illust　be　greater　thanαc（c）＝1，　thereby　we　have　c’≧cand

　　　∫・’（・）＝何（・’）≧・｝f・・mP・・P・・iti・n　5・2・Wl・il・，　si・・e∫（・’）〉∫（・），　w・

　　　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IA（・）＝1・、（・）∩1。，（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝｛∫（α∂｝∩［∫（・ゴ），1｝ニの，

　　　which　contradicts　the　hypothesis．　Therefore，　F（c）∈IA（c）．

（b）Ifノ（αの≦0・5・h・n　tl・erei・7・，　i・F・u・hth勘・T＝β。～（・）一β。7＠）－0．5．

　　　We　thus　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（・）≦ノ（αのβ。（c）＝∫（叫）．

　　　We　shall　sh°w　that　th・・e　i…ph…ei・F…h・h・・ノ（αゴ）ツ・，（・）〉∫（・）by

　　　P・ssibl・th・ee…e・・（i）ノ（αゴ）・・∫（・）≧0・5＞f（・）；（ii）f（・ゴ）β。、．（・）〉∫（・）・・d

　　　αゴ＊∈W－V2n；（iii）！（αゴ）βαゴ寧（c）＞f（c）andαゴ＊∈V2n．
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●

幽
－

ii．

S・PP・・e　there　i…impl・ph・a・e　i・F・u・h　th・t／（αゴ）・・メ・）≧O・5＞f（・）・

Si・・eα・メ・）≧0・5，　th・・e　mu・t・xi・t・’∈謄・u・h　th・t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α渉≧・’，α亨≧・’．

by　Proposition　5．3．　By　Definition　5．7，　c’belongs　to　Cf（A）．　For　c’，

　　　　　　　　　　　　　1。，（c’）　＝　 ［07　f（ai）］，∫。ゴ（・’）＝風αゴ），1」，

and　thus　fA（cノ）；の，　which　conflicts　the　hypothesis．

SuPpose　there　is　a　complementary　phrase　in・li　such　that　f（α」）βαゴ串（c）〉

／（αの．Sinceβα，（c）＝βα，（αゴ。）＝0．5，　we　have砺．1：αゴ。　from　Propo－

sitioII　5．3．　Hence，1。j（c）二［！（αゴ），0．5］．　We　thus　have　the　contradiction

tha、t

1．A（・）＝1’。i（・）∩z・、（・）

　　　　　　＝　　｛f（αの｝∩［f（α」）｝0．5ユ

　　　　　＝　の

　　　　　　　　　　　because∫（α∂〈f（a」）．

　　　　　　　　iii．　Suppose　thatαゴ＊　∈　V2n　and　F　contains　a　sinlple　phrase　such　that　O．5≦

　　　　　　　　　　　！（αゴ）βαフ．（c）and　f（α∂〈／3a」．（c）．（Note　thatβa，　is　not　a　complementary

　　　　　　　　　　　pllrase　whellαゴ∈号っ　Then，αゴ＊∈1ろimlllediately　fbllows　thatα｝；

　　　　　　　　　　　αゴ寧∈V2．　Sillceβα，（c）≧0．5，　we　have　cノ∈0ノ（A）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・≧・’，αゴ之・’

　　　　　　　　　　　by　Propositioll　5．3。　Sinceαゴ．　is　an　elemellt　ofレ♂，　c’＝αゴ。，　and　thus

　　　　　　　　　　　c≧αゴ。．F・r　c’，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫A（c’）二Za、（c’）∩∫。フ（・’）　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　｛／（ai）｝∩［0，f（αゴ）ユり

　　　　　　　　　　　which　leads　to　contradiction　that　JA（c’）＝のbecause∫（αゴ）＞f（αの．

　　　　　　　As　we　have　shown　above，　the　F（c）∈IA（c）holds　fol’aU　c∈0∫（A）when

　　　　　　　c＝αi．＝α穿・

（ii）。　If　c　≧：　αi＊　thell　the　possibility　can　be　either　Ia｛（c）　；　［！（α∂っ0，5］　or　Ia，（c）　＝

　　　［0．5，∫（砺）］．We　shall　proveノ（c）；F（c）by　two　cases：（a）∫（α∂＞0．5；（b）

　　　！（α∂≦0，5．

（a）　S1ユppose　f（ai）＞O・・5　・

　　　and　hence

There　is　a　simple　phrase　in　F　such　thatαα1（c）≧0．5，

　　o・5≦ノ（aDα・，（・）≦F（・），
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酷。臨鷲鼎難1傭tl無繍こ翻2s・縢，倉・m

IA（・）＝」・，（・）∩z。ゴ

　　　　　　＝　　［0．5，∫（ai刀∩［！（αゴ）ラ1］

　　　　　　＝　の．

　　　Th・・e飴・e　F（・）∈JA（・）h・ld・wh・n・…ノ（αの＞0．5．

（b） P駅P鑑，｛（翻話£5・The「ei・…mpl・m・n…yph・a・ei・F・u・h・h・・β…（・）＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／（αの＝プ（α∂β。，．（・）≦F（・）．

　　　T・・h・wF（・）∈IA（・）＝［！＠），0．5］，　w・・h・llp・・v。th。tth，，ei、n。。th。，

　　　ph「asr　i・Fsllch・h・・／（・ゴ）・・，（・）〉・・5・N…th・・w・d…th・v。・。，h。w

　　　11°nexlstence・f・・y・・）mplement・・y　ph…ebecau・e…hph…ei・・lw。y、　less
　　　thall　or　equal　to　O，5．

　　　F・rsuch・impl・ph…e，　P・・P・・iti・・5・3　gi・…’∈σ∫（A）…hth。t。＝αi．≧。・

　　　　　　　｝≧c’・Hence，　for　cノ，　we　have　contradiction　tllat　　　andα

・［A（・’）－1・、（・’）∩∫。，（・’）

　　　　　　＝　　［ノ（α∂，0．5］∩［f（αゴ），11

　　　　　　＝　の

The・ef・・e・w・h・v・F（・）∈ノA（・）f…ll・・u・h　th。t。＝α、．．

（iii）・1＠≧・・he・the　p・ssibili・y　l・t（・）・・n　be　ei・h・・［f（α∂，1］・・［・，ノ（α∂1．　W，　p，。ve

　　　　by　tw・ca・e・・（・）∫（ai）＞0，5・（b）f（α∂≦0．5．

（a） ｣調。云゜・5・Thel・the「eis・・impl・ph…ei・F…h・h・…7（・）＝1・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（αの＝∫（α・）・。7（・）≦F（・），

　　　which　shows　F（c）∈1A（c）＝［／（叫），1］．

（b）

ｭ麟）、壽。鷺1。雲hl膿el灘職1（夏1禦・nノ（・の・W・

IA（・’）＝∫・、（・’）∩1。、（・’）

　　　　　　＝［o，ノ（叫）1∩［f（a」），1］

　　　　　　＝　の，

which　conflicts　with　the　hypothesis．
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ii溜譜瓢留急髪）毒鰍hll藩・th・峨・（・）一・・5・B・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　IA（・’）＝1・、（・）∩1。、（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　［0，∫（α∂］∩［∫（αゴ），0。5］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　の，

　　・ince・1・w！（α∂〈！（a」’），

塁麗α，＝α…i・e・，a・；∈壁・ndβ…bec・m・…im・1・ph…e，・’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　IA（・’）＝［o，！（α∂］∩｛！（αゴ）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　の．

A・we　ll・…h・wn・b・ve，　the　th…em　h・ld・f…II…e，，。nd　w。。bt。i。　th，　th。。，em．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　Ilere・h・w・the　Ilecess・・y・nd・・M・i・・t・・nditi・n・f・・…xi、t。nce。f　Klee＿fun，ti。n

tha．t　sat童sfies、F（α）＝∫（α）for　allαin　A．

∫1貫゜蝉，聯慰esentab”ity）L・t　A－｛・1，…・an）・巴and∫b・・mapPi・g

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IA（・）≠のf…11・∈Cf（α）

if　and　oIlly　if　there　is　at　least　one　I（leenean　fullction　F　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（α）＝∫（α）　for　allα∈A．

P「°°£　As　w・hav・・h・w・，　by・he・h…eln・・nd　l・mmas，・・w　th・f・11。wi。g、。，e　eq。i。al，nt：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∀c∈σノ（A）IA（c）≠の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇔∀・∈σf（A）F（・）∈IA（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇔∀α∈AF（α）＝f（α），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　The　f・ll・wi・g　P・・P・・iti・n・・re　n・t・・ed　h・・e，　b・t・1・・imp・・t・nt　p，。P。，ti，、　with，e．

spect　to　K－represelltablity．

P・・P・・iti・n　5・6　L・tノ・α→B・F…nyα，　b・fσノ（A），　if。〉一　b・th，n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　hlb（IA（a））≧：lub（IA（b））

wh・・e　l・bσ・（α））i・a．1・a．・t・ppe・b・und・f　lA（a）．

P…f’The　p…fi・・mitt・d・　　　　　　　　　　　　　。
謡P°si‘i°n‘・7　Let掴→B，　a，　b・lem・n…f°ノ（A）・lfglb（｛α，b｝）i・・…m・・y・e・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　glb（｛lub（．14（α）），lub（IA（b））｝）≠の，

where　glb　is　a　greatest　lower　bound．

P…f’Th・p…fi・・mitt・d・　　　　　　　　　　　　　　。
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5．3．4　Example

We　consider　a，　subset，　of　V2

　　　　　　　　　　　　A＝｛（O・1，0・6），（0・4，0・5），（0・1，0・2），（0．9，0．2），（0．7，0．9）｝

and　a　ma，ppillg∫：A－→Vdefined　by：

！（α1）

ノ（α2）

ノ（α3）

！（α4）

ノ（α5）

／「（0．1，0．6）＝0．3，

ノ（0．4，0，5）＝0．4，

∫（0．1，0．2）＝0，2，

ノ（0．9，0．2）＝0．8，

ノ（0．7，0．9）＝0．6．

｝鷺朧欝更lati°np「°blelni・t・丘lld・1・gi・f・・m・1・Fwhi・h…i・且・・th・gi・・n

　　Fi・st，　by　q…ti・i・lg・a・h叫byノ（α∂，　w・hav。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ホ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α2＊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α3＊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＊　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α4＊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α春

that　give　subsets　of聯forα1∈〆1，

　　　　　　　　　　　　　　　Cf（α1）＝

al＊＝（0ラ0．5），

（O，0．5），

（0．5，0．5），

（0，0），

（0，0．5），

（1，0），

（i，0．5），

α5・＝（1，］），

｛・∈レ劉α；≧・｝U｛α、．｝

｛（0，0），（0，1），（0，0・5）｝U｛（0，0．5）｝

similarly，

　　　　　　　　　　　　　σノ（α・）＝｛（0，0），（0，1），（0，0．5），（0．5，0．5）｝，

　　　　　　　　　　　　　Cf（α3）　　＝　　｛（0，0），（0，0．5）｝，

　　　　　　　　　　　　　（ブ∫（α4）　　＝　　｛（1，0），（1，0．5）｝，

　　　　　　　　　　　　　o∫（α5）＝｛（1，1）｝．

Next，　we　have　every　possibility　for　eachαi　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　1・・（o・o）＝｛x∈vlf（α1）≧x｝＝［o，o．3］
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For　c

1。、（0，0．5）＝

1。、（0，0）＝

∫α2（0．5，0．5）

　　1。，（o，o）

1。、（0，0．5）

　　1。、（1，0）

1。、（1，0．5）

　　　　　　　　　　　1。、（】，1）

＝（o，　o・5）∈Cf（．・1），

　　　　　　　　L4（0，0．5）　　＝

we　have

z。1（o，1），

｛o．3｝，

［O，O．4］

Ia2（0，1）＝」1α2（0，0．5），

｛x∈Vix　］t　f（a2）｝＝［0．4，0．5］，

［0，0．3］，

［0．3，0。5］，

［0．8，1］，

［0．5，0．8］，

｛0．6｝．

　　　　　∩　1。i（0，0．5）

a：∈ハ，（0，0・5）＝0∫（αの

∫・1（0，0・5）∩1。、（0，0．5）∩∫。、（0，0，5）

｛0・3｝∩［0，0．4］∩［0．2，0．5］

｛o．3｝．

As　the　sanle　way，　we　obtain　the　other　possibilities　and

”rable　5．1．

show　them　on　truth　table　of　V32　in

Table　5．1：Possibilities　on　V32

忽2＼¢1 0 0．5 1

　0

O．5

@1

［O，0．2］

o0．3｝

m0，0．31

　　　●
m
0
．
2
，
0
．
5
］
　
　
　
●

［0．8，1］

m0．5，0．8］

oo．6｝

，h。、1瞥儲繍11膿譜器謬ssibility・fの，・h・・eb・，・f・・m　Th…em　5・7・

　　Fi・ally，　w・・bt・i・th・1・gi・f・・mu1・1’　…d・fi・・d　i・th・p，。。f。f　Th。。，em　5．6：

F　＝ V／（a、）or。、

ai∈A

∫（α1）β（・，・・5）・ノ（・・）β（・。5，・．・）・f（・・）β（。，。．，）

〉！（・・）・（・，・5）V／（・・）・（、，1）

0・3～・鞠VO・4・～xy・v・gy・V・O．2～・y～y

＞0・8x～yVO．6x2／

0．3～xy（．　tJ＞0．8x～y＞0．6xy，
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which　satisfies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（α）＝f（α）for　allα∈A，

W・・h・wth・wh・le　ln・pPi・g　F・n　Figure　5．4．

F（x，ンノ

Figure　5．4：Kleenean　function　F

5．4 Conclusion

W・h・v・・t・di・d　th・p・・ti・lly・peci且・d　Kleen・・n　ful・cti・n・，・nd　h。v，，。1。。d　th，　id，。ti且，。．

ti°n　p・・bl・m・The　m・i・・e・・lt　i・th・t　th・・ecessa・y・・d・u伍，i。。t，。nditi。n　f。，　exi，t，nce

°fKleen…fu・c・i・n　i・n・n－empty　p…ibili・i・・d・丘・・d　by・gi・。n∫．



Chapter　6

Fitting　Fuzzy　Switching　Function

1”　this　chgpt・・，　w・pr・p・・e…lg・・i・hm　whi・h・・k・・apiece・funce・・ai・k・・w1，dg，　whi，h

　　　　　　　　　gwith　re・t・i・t・d　d・1…ai…d・utp・t・th・1・gi・f・・m。1。　with　th，、h。，t，，t　di、．1s　a　mappln

6．1 Introduction

難・雛瓢謙「㍑羅，盤蕪，騨繍翻1畿i認・鷺，・撫

1鵬盤鍵鷲副㍑灘鶴膿鼎i叢1，鵬翻
the　fuzzy・wit・hi・g　f・ln・ti・・∫th・t・ati・n・・the　exa・t・・1・，。fん．

，H・w・v…th・・e　m・d・1…et…e・t・i・ti・・f・・11uln・n　k・・wl・dg・．　Thus，，。m，　n。i，e。nd

l：蹴t器瓢蹴U濫糊灘齢臨舗鷲凱脇鼎i緊
蹴鑑1認t濃n罐脇ll孟luzzyswitchingfuncti・n　t・th・underlyi・gk・・wl・dg・・

Fitti・g　P・・bl・m　Fi・d・2－va・i・bl・fi・zzy・wit・hi・g　fun・ti・n／・with　th。，h。，t．

est　distance　to　the　foUowing　mapping　fo：

1b（0．8，0，7）

ゐ（0・3，0．1）

∫b（0．4，0．8）

五）（0．7，0．6）

プb（0．6ラ0．9）

0．9，

α6，

0．3，

0．8，

0．6．

71
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P（！，9）＝Σ1∫（α）－9（α）1，

　　　　　　　　α∈A∩B

where　l∫（α）－9（α）l　l・th・ab・・1・t・val…f／（α）－9（α）．

　　　The　fl・・t　thi・g　we　call　d・with　thi・p・・bl・m　i・t・・xami・e　e・・h　fuzzy・wit・hi。g　fun，ti。n

one　by　one，　which　is　called　the“brute　f（）rce　algorithm．”　This　works　weH　with　a　Iow

numbe・・f　va・i・bl・・ul・t・3，　becau・e　there　a・e　exa・t　43，918　fuzzy・wit，hi。g　f。。，ti。。S

with　3…i・b1…Acc・・di・g　t・［15］，　th・nulllb…f－・i・b1・fuzzy・wit・hi。g　fun，ti。nS

increases　in　tilne　O（23n）．

　　　IIl　thi・ch・pt・・，　w・will　di・id・・p・・bl・m　i・t…me　m・・ni・gf・1・m・Il　p，。bl，m、，　wh。t

w…ll　g－eゆ・」・nt・cl・騰・nd・・tim・te　ea・ll　di・t・nce　t・th・gi・・nん，。nd　th。n。。mbine

them　s…t・・ep・e・en・・fllzzy・wi・・hi・g　f・n・・i・n・Thi・will・ll・w・・t・五・d・h。　fuzzy

switching　function∫＊with　the　shortest　distance　fbr　all　I）os8ible　combinations　of　the　classes．

We　use　a　graph－theoretic　algorithm　to　find！＊，　which　is　a　variation　of　Dijkstra’s　shortest

pa．th　algorithm．

6．2 Dividing　into　Q－equivalent　classes

62・1　Quantized　sets　and　Q－equivalent　classes

群且n’ti°n　6°1　Letα＝（α・，…，αn）inレn・A・・an・i・ed・e・・f・i・a・・b・e・・fWd・fi・・d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c（・）；｛tt“∈レ劉λ∈v｝．

F・…ub・et　A＝｛α1・…，αm｝・fレη，　w・・ft・n　w・it・0（A）t・lne。n　th。t

σ（A）＝c（a・）u…uo（α，，、）．

Example　6．1

σ（（・・4…8））一｛耐’4，（耐’8，（0．4，・．8）’｝

　　　　　　　　　　　；　　｛（0ッ1），（0．5，1）ラ（0．5，0．5）｝

D・伽iti・n　6・2　E1・m・・t・αand　b・fγγ乙a・e　q－・伽・」・・‘if　and・nly　if　th。　q。。ntized，ets

satisfyσ（α）＝σ（b）．　We　write　a　￥bin　this　case．

Example　6．2

（0，8，0．7）re（0．7，0．6）

（0。3，0．8）N（0．2，0．9）舘（O．4，0．9）
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撫i蹴晶轡ubset°f　Vn・ndα・且・A鞭・1・紬・・c・n・ai・i・g・i・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［α］；｛ゐ∈川a・b｝．

The　set°f　all・q・i・・ユ・nce　cl・sse・・f　A　i・d・・…dby［14］，i・e・，［ノ1］＝　｛［α］CAIα，A｝．1

Ai∩A」＝のf・…v・・yi≠ゴ，

ノ1＝〆11∪…　U．4m，

Exampl・6・3　Rec・H　A　i・th・illt・・d・・ti・n．　W・hav・th。　p。，titi。n

　　　　　　　　A＝｛（0・4，0・8），（0・6・0・9），（0・7，0．6），（0．8，0．7），（0．3，0，1）｝

　　　　　　　　　　　＝｛（°・4，0・8）｝・｛（0・6，0・9）｝・｛（・・7，0・6），（0．8，・．7）｝・｛（・．3，0．1）｝

AIUA2UA3UA4．

鯉翻繍f繍繍2欄el蹴・・糠1融i訟：：

ン

0

05

O　A405

Al A2

1

A3

x

Figure　6．1　Partitionレ1］

6・2・2　some　Properties　of　Q－equivalent　classes

P「°P°si’i°n　6・1　L・t　O（・）一｛α・…，…，αm｝b・・Q－eq・ival・nt・1・ss　i・瑠．　Th，n

　　　　　　　　　　　　　　　　αi≧αゴ・・αゴと叫f・・ev・・yi，ブ∈｛1，＿，m｝．

cell　space，　whil・°（°・5，°2）一｛（・・5，・），（・・5・…）｝≠・（・・6，・・2）一｛（1，・），（・．5川・．・，・．5）｝．
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Thi・m・・n・th・t　the・e　a・e・ub・c・ipt・il　〈i、＜…〈i。、　s。　th。t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ai、≧ai、と…≧α砺，

which　implies　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α1＞α2＞＿〉αm

wh・・eαゴc・rre・p・・d・t・・q…ti・ed・et．ai．

Exampl・6・4　F・・q…ti・・d・e・・σ（・）一｛（0，1），（・．5，1），（・．5，・．5）｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（°・5，°・5）－1≧・（°・5，’）－y≧・（・，・）一⑳

P「°P・・iti・n　6・2　The　n・1mb…f・leln・n…f・quantized・e・byα・四、。、　m。、t。＋1．

Proof．　Proof　is　omitted．
口

翻瀦無龍灘翻鈍鴫t劉d・et・th・th－＋1・1・m・n・…2・・！，・nd・f

Proof．　Proof　is　oinitted．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

二「懸i°早1雛儲’繍1憲臨蓋漁fi繍12・・1畔ゴ

¢）312n－t（n－・i）！

Proof．　Proof　is　omitted．
口

・e・・塁11胤膿，臨認：，騰謙q謡搬留臨燃灘l
numbe・・f　qu・nti・ed・et・・f　A　i・・lw・y・1ess　th・n　th・mlmb，，。f。1。m。nt，。M

P「°P・・iti・n　6・5　L・tα＝（・・，・一，α。）・nd　b＝（61，．．。，6。）be　el，m。nt、。f　y・．　Th。n

・zゐif・nd・・ly　if可α・一ド・f・・ev・・yゆ｛1，．．．，。｝．

C・・verselいupP・・e可α・一瓦63　b・ev・・y　i，ブ．　F…nyλ，｛・，1｝，互・－6・一

（0・5，・一・0・5）・F…nyλ∈レー｛0，1｝，　th・・ei・k・u・h　th。t♂一互・k。nd　6・－5・k．

Th…w・h・v・α≧b・　　　　　　　　　　　　　　口
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藷贈毒儲留紫∫1欄鵬1㌍糊望h竃澱・n・f（α）一・（・）

早畿灘゜se∫（b）≠・（b）f°「s・me　b・V”　when／（・）一・（・）f・・allα・・（d）・B・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！（b）λ一∫（石λ）≠，（b）λ一，（5λ）

f・rs・meλ∈レ・Thi・i・c・nt・aCli・t・・y　t・th・hyp。th。，i、．

　　C・・versely・supP・・e／（・）≠9（・）f・r　s・m・a・d∈0（d）wh。。

！（b）；9（b） f・r　every　b　Rs　d．

Th・n・th・・ei・ab∈レ・…h訪一・，。ndf。，b，

f（α）－f（Eλ）－f（b）λ≠9（・）－9（5λ）一，（b）A，

S三nce　b舘 d，this　contradicts　t止le　hypothesis．

Example　6．5　Givell　f（0，1），

inilled　ulliqllely　by　the111．

Corollary　6．1
c’（　c）．

口

f（0・5，1）・nd／（O・5，0・5），・ubset・f・V2，　f（0．3，0．8）1、　d，t，，一

Let！be・fuzzy・wit・hi・g　fun・ti・・，　and・C（・）b・・q。。ntized，et。f。i。

F噛レ（鞠・F（a）fi・（・））

隔贈ご濃翻㌦鼎鷺雛。鵬・鵠否繍撒溜
quantized　sets．

6．3 Estimation　of　Local　Distances

6．3．1　Partially　Specified　Fuzzy　Switching　Function

De且niti・n　6・4　L…∈τ伽・d　6・｛・，1｝・W…y・fuzzy・wi・・hi・g　fun。・i。n∫i、　a

lSラ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R（0）＝｛／劇・∈σ，6∈｛0，1｝｝．
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Note　tha．t　cトαdoes　not　mean　c＝α．

F・・含翻雛t。1撒、謙d聯zysw丘tchi”g　fu・・ti－i・・9・n・・ai1・，…uniq…

f1（．T）＝Ztr， f2（x）＝x＞b．

B・th・f　thelll　s・ti・蝕！（0）＝1　and・f（O．5）ニ0．5．

total　of　partially　s　　　　　　　　　　　　　　pecified　fuzzy　switching　functions　is　thus　six。

、。、凝翻翻腺臨鮨霊舗謄・・ti・n・・n　b・・ep・e・en・・d　b…mbi・g
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Lemm・6・1　Let！b・afuzzy・wit・hi・g　flln・・i・n・・d　d∈匹lfノ（d）幽th。n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（α）＝0・5　for　allα∈σ（d）such　asα｝α＊，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（α＊）∈｛0，1｝，

whereα率＝召f（の．

78

P…f・　Si・・e∫（d）・¢・V…b・i・u・1・・∫（d）∫（の一∫（af（d））＝！（・つ・｛・，1｝．　F。，。ny．b＞。・，

t黙・i・・λ∈y・uch・h・・b＝aλ≧af（の・nd∫（d）Xλ．　Th・・∫（のλ一・．5，。nd、h。、，

∫（の＝ノ㈲＝α5・　　　　　　　　　　　　　　。
恕em　6・2　Let・　d∈レn　andアb・・fuzzy・wi・・hi・g　f・n・・i・n・F・・ev・・y・∈γ・wi・h

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／（・）；ψつ（・），

whereα＊＝冴∫（の．

P「・・f・　F－1y・一α宰・・b・i・・sl・4（αつ（・）一ノ（・）．　F…ny・≧・㌔瑠（αつ（。）一。．5一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η乙　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．3

　　　　　　　　　　　　　　　　D（∬・／）＝Σ（／（αの一F（叫））2一ΣD噂ル，）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z＝1　　　　　　　　　　　　　　　iニl

wh・・e／レ，　i…e・t・i・ti・n・f／b叫，　th・t　i・，ノIAi・ん→γ．

P…£It　i…t・・ightf・・w・・d　f・・m　Th…em　6．2・nd　th。　d，fi。iti。n。f刀．　　　。

Examp1・6・7　L・t帥…i・E・・mpl・6．3．　F・・F（鋤＝すV鞠，

　　　　D（・1’，／）＝叫1）・ル・）＋呪・），∫垣・）＋刀（昭，。），アrA，）＋D（F（1。，，，），∫rん）。



CH［APTER　6．　FITTING　FσZZY　sWITσH刀VG　FUNCTION 79

6。3．2　Represelltation　of　Restrictions

置獣蹴欝巴c∈聯∈V2，　and／b・・fuzzy・wi・・h・・g　fun・・i・n・F・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　増（・）一儲lll：1．

Exampl・6・8　L・t　d－（0・3，0・8），・nd・一（0，1）∈0（d），　F。，　anyα∈y・、u，h　as

αrv（0．3，0．8），

　　　　　　　　　　　　　　　　　∫あ，1｝（・）ニ・（°，1）（α）＝Zify（α），

　　　　　　　　　　　　　　　　　／品，1）（α）一・（°，エ）（・）一可（・）一＠＞y）（α）．

Since　O〈すく・・’＜05〈τ＜y〈1［Pr・P・・lti・n　6．5］，　w。　hav，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／1ノ（・，1）－1（・）＝万，ノ1∫〔。，、）。。（・）＝・．

Exampl・6・9　L・t　f・・nd　A　l・e　a・f・・the丘tti・g　pr・bleln　sh。w。1。　th，1。t，。d。，ti。n．　We

灘e・蹴。謙。1°C空離鵬臨翻∠’］・F・・d＝脚・7）i帆

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C（d）＝｛（1の，（1，0．5），（0．5，0．5）｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［司＝｛（0・8，0．7），（0．7，0．6）｝．

繍1聯謙欝糊鵬Z禦1諮繍鵬誹鼎諸
to　simplify　the　calculation　of　distanc．es．　For　example，

D（fl，，1渕【d］）；

D（f＆，、），ん1［d］）＝

Σrん（α）一α（1，’）（α）1

α∈岡

1ん（0・8・0・7）一ω（0・8，0・7）1＋1ん（0．7，0．6）一（の（0．7，0．6）1・

10．9－0．7i十10．8－0．61＝0．4

10．9－0。31十IO．8－0．41＝1．0

Table　6．11ists　the　distances　to／b　for　each　Q－equivaleIlt　cla・ss，　A1，．，，，A4．

6．4 Combining　Local　Solutions

In　the　previous　section，　we　have　obtained　au　possible　local　distances　for　each　Q．equivalence

綿t欄t臨、識繍1鎚黙濃編離盤膿
variation　of　Dijkstra’s　shortest　path　algorithm［23］。
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E（増，／blえ、）

α＼δ 1 0

（o，1）

i0，5，1）

i0・5，0．5）

0．3

O．5

O．7

0．1

O．1

O．3

　　　E（f。b　，　f。　1A、）

　　a＼b　　1　0
　（1，1）　　　　0　　　0．2

（O．5，1）　　O．3　　0．2

（0．5，0．5）　　0．4　　0．6

Table　6．1：Distallces　E（∫，　h）

　　　E（f8，f。IA、）

　　α＼δ

　（1，1）　　　0．4　　1．O

（1，0．5）　　　0．2　　1，2

（0．5つ0．5）　　0．3　　1．7

E（増，f。IA、）

　　a＼b　　　　O

（0，0）　0．10．3

（0．5，0）　　　0．3　　0．5

（0．5，0．5）　　0．4　　0．6

6．4．1　Conditioll　for　Two　Functions　for　Representable

　　　　　　　　　　　（R）（σ」（∫）Uσ汽9））∩鰐〔∫）UC学（9））一のf・・ev・・yi≠ゴ．

£1？£雛c°「°lla「y　is°bvi°us丘゜ln　The°「e’n　3・2（di・j・1・t）・・d　Th…em　3・5（・ep・盲

Exampl・6・1°F…h・f・II・willg・e・t・i・・i・n・・f　fuzzy・wi・・hi・g　fun・ti。n！、，f、，ん：

　　　　　　　　　　　　　　　∫1（0・1）－1，ノ1（O・5，1）－1，プ1（0．5，0．5）＝0．5，

　　　　　　　　　　　　　　　乃（1・1）＝O，∫・（1，0・5）－0，f、（α5，0．5）－0．5，

翻sパ購溜繍翻艦1’笛糖、朧，T，A・・i・b…u・eel・m…（1，1）・

6．4．2　Algorithm　FFSF

I・p・t・A・ubset・f　A＝｛α1ゾ・．，α。、｝・・d・m・pPi・g　lb、且→γ．

St・p1・F・・e・・h…砿・bt・i・th・q・・ntized・et　C・（αの．

step ｻi謙論1誰・），・一，σ（α・・），　m・k・Ab・p・・ti・i・n・d　i・…ev…IQ－eq・i・al・n・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A＝［al］u［α1］∪…u回］，

　　　　whereαl　is　the　representative　element　of　Q－equivalent　class，

Step煙ｪc恥器翻1欝1，回］，°btain　a・et・fp・・tia’ly・p・・i且・d血zzy・wi・・hi・g

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1～（σ（α∂）＝｛fgr・∈o（ai），b∈｛o，1｝｝．
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StepT灘蹴1瓢3糠瓢鵬綿thed三・t・ncet・there・t・i・・i・nん

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が幽≡1）（f9，fot［at］）．

Accordillg　to　Theorem　6．3，　Di（増）is　obtained　by，

嚇）＝
oz）a∈［。、］　lf・（α）一α‘（α）21）a、［。、］　lf・（α）一αc（α））s　il，b：1：

Step5：Chose　the　partially　specified　fllzzy　switching　function　that　has　the　shortest　dis－

　　　　tallce　t・f・　f・・R（0（αD）・・nd　w・it・it　by・身・If　th・・e・・e・lt・mative　el。m，nt，　ch。、e

　　　　a・ny　of　it，　Letん＝0，

St・p6・V・・ify　th・t（控・一・，・許）・ati・丘・・th…nditi・n（R）・f　Th…em　3．5，　th。t　i，，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　UCi　（r．5）∩Uσ詳（r／t）；の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ブ＝1，＿」　　　　．プ＝ユ，＿，J

　　　　for　every’i≠〆∈｛0，1，0，5｝．　If　this　holds，　go　to　Step　8．

Step7：Ch・・e　an　alterl1・・i・…mbi・・ti・n（・・1＋’，…，君1）・・th・t　th・di・t・nce　t。　f。　i、　a、

　　　　sh・・t・・p・ssibl・・lf　the・e・・e・ev・・al・・mbinati・n・，・h・・e　c・・ef・lly　t。　av。id　i。且。it，

　　　　loop．　Tlle11ラlettillg　k＝ん十1and　back　to　step　6，

St・p8・L・げb・th・fuzzy・wit・hi・g　f・11cti・・d・価・d　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハα）＝・空（α）

　　　　for　a11α∈Asuch　tha、tα∈［α1］．　Obtain　the　logic　formula　F＊as　follows：

whereαα

aandb，

FX＝ 〉　αα〉　βう，

・∈Of（∫つ　う∈oδ．，σつ

・ndβ㌔・e・・impl・phr・・e・・d…mP1・m・n…yph…ec・rre，p。ndi。g・。

Output　The　fuzzy　switching　function！＊and　the　logic　formula　F＊．

Proposition　6．6　A　fuzzy　switching　function　f＊computed　by　Algorlthm　FFSF　has　the

shortest　distance　to　fo．

P…fC…id・・fuzzy・wit・hi・gf…ti・n　g　th・t　h・s　sh・・t・・di・t・・ce　th。n∫・wh，n　k＝0，

畿認碧雛「》灘温8謝翻ll鑑潔霊鷲轡・h
　　　By　th・m・th・m・ti・・l　p・i・・ipl・・f　i・d・・ti・n　and・t・p　6・nd　7，・・加zzy・wit，hi。g

function　g　has　smaller　distance　than∫＊．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
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P・・P・・iti・n　6・7　A　1・gi・fbrm・1・’1牢c・ml・・t・d　by　Alg・・ithm　FFSFrepre、e。t、　th，、mal1－

est　fuzzy・wit・hi・g　fun・ti・・f・・　all　fuzzy，・wit・hi・g　fun・ti・n・th・t・・ti・fy！・。

P…fIfノ・i・u・iq・・，　t｝1・t　i・・0（ノ＊）；驚，　th・n　th・p・・P・・iti・・i・cl。a，ly　t，u，．　We

P・・v・th・t　F＊i・the…1・11・・t　f・・ailα∈τ奪η一Cゴ（ノつ．

・・。撫繍，黙1器｝謄激）砿i鵬噺ll謙鵬皆艦盈、，91i

ofひ，

　　　Next・whell　F（α）－0・the　pr・P・・i・i・・h・ld・・Fi・・11y，　w・・h・w　th・・e　i・n。　fuzzy

switchi・g　fun・ti・n　g・u・h　th・tρ（α）＝0，　F＊（α）＝0．5．　Since　F・（α）；0．5，　th。，e・。Xi，t、　a

・imP1・phr・・eαb・u・1・th・・b・Cl（／＊）・11dαとb．　Th・n，9（・）一・・nd　g（b）－1。i。1。tes

the　Illonotonicity，　Tilerefore，　we　have　that　F＊is　the　slnallest．　　　　　　　　　　　　　　　口

P・・P・・量ti・n　6・8　Alg・・itlun　FFSF・lw・ys　st・P・，

P…f’It　l・・b・i・・sly　t・u・bec・use　the・h・・t・・t　fuzzy・wit・hi・g　fun，ti。n　m。、t，xi、t　f。r

a・yん　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

6．4．3　Replacement　with　Ulldirected　Graph　G

A19°「i‘hmr　FFSF　i・g・n・・al・・d　d・es　n・・specify　a・y・u1・f・r　selec・i・9　pa・tially　fuzzy

switching　functions．　This　section　provides　I’nol’e　concrete　algorithm　that　is　suitable　for　an

implementa．ti・11・11　C・lnpUter．　　　　　　　　一

De血・iti・n　6・5　L・t　D＝｛dl・・…d・・｝b…ub・et・fレ・．　A（・ndi・e・t・d）卿んσ，h。，．

acte・i・ed　by　D・・n・i・t・・f　tw・11・・empty・et・，　th・・et　y（σ）・f…ti，e、。fσand　th，、et

Ed（Gりof　edges　ofσas　follows：

V（G）＝｛ノ［［・］げ∈f，、，d∈D｝＝Ve、uV・、∪…UV，，

wlle・e　f　i・a・et・f・U・－va・i・bl・fuzzy　swi・dlillg　nln・ti・・1s・ndレ・i（i－1，＿，、）i、　d，fi。。d

by

　　　　　　　　　　　　　　　　レ・・｛／1〔・，］1！∈∫・・｝；｛V・1，V・2，…，Vi（・（，、＋、））｝．

If　vertices　u，v∈y（σ）satisfy　the　following　conditions：

　　　　　　　　　（R）（Ci（・L）U・Ci　（v））∩（C‘ナ（・・）U　C∫　（v））＝のf・・eve・y　i≠ブ，

　　　　　　　　　（A）th・・e　i・n・v・・t・x・lv・i・V（σ）with・dg・・｛u，ω｝・nd｛w，v｝，

then　edge｛u，v｝is三n五フd（（7）。

　　　AweightレV（v）of　a　vertex　v　illγ（σ）is　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　レγ＠）一卵，ん）＝Σlf・（の一v（のr

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d∈o〔の

where　E（v，ん）is　a　distance　between　v　alldプb，　and　O（のis　the　quantized　set　of　v。　which

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’corresponds　to　the　Q－equivallent　cla．ss。

Ex・mp1・6・11　Fig・・e　6・3　ill・・t・at・・the　ulldhect・d　9・・ph・G・gi・・n・by・D　i・E・・mpl。33，

wh・・e・e・t・i・ti・n…ゴ・・e　i・di・at・d・・th・t・uth　t・bl・・f・・畔．
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　　　Figllre　6．3：Graphσ

6．4．4　Shortest　Path　Algoritllm（SPA）

識1蹴罫躍灘Sお繍1濡）。櫨．鷺1瀦・編、：齢i臨！
checkillg　all　possil）le　colllbillations，

　　Assum・V・・，レ・・＋1∈γ（G）・・e　i…der　s・・h・t・dg・｛・曲1｝∈Ed（G）f。r　s。m，

Vi∈iv　ei　and　z・i＋1∈レei＋1，　　　　　　　　　　　　　　　　　　Figllre　6．4　shows　how　the　shortest　path　aユgorithnl　works　with

Inil1－weight晩・．

Exampl・6・12　We・pply・h・・h・・…tp・・h・lg・・ith111　t・th・g・aph　G　i・E・・mpl・3．9（i。

Table　6．2）．

ゴ＼ぢ 1

1 ．7

2 ．5

3 ．3

4 ．1

5 ．1

6 ，3

ブ＼乞

1
2
9
り
4
・
5
6

w1暢）

1 2

7
「
b
3
1
1
3

1．1

，8

．1

．3

．6

．9

w2幡）

le　62： Matrices　W（σ

ゴv 1　　2　　3
1 ．7　1．1　1．4

2 ．5　．8　　．3

3 ．3　．1　　．5

4 ．1　．3　1。3

5 ．1　．6　1．5

6 ．3　．9　2．3
　，

羽ｨ）

ゴ＼ぢ 1 2 3 4

1 ．7 1．1 1．4 2．1

2 。5 ．8 ．3 ．6

3 。3 ．1 ．5 ．4

4 ．1 ．3 1．3 ．6

5 ．1 ．6 1．5 1．0

6 ．3 ．9 2．3 2．9

珂！4（吻

Cl…ly　th・・h・・t・・t　p・th・lg・・ithm・1w・ys　st・P・，・nd　th・mi・im・m　w，ight　Mna1
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5ん・rtest・・P・〃t　Algorithm（S1’Aノ．

For　each”inレel

　　　　　　　　　S・tWl＠）＝恥，ん）

　　　　　　　　　s・tp1（・）＝｛・｝

End　for

FOr　11；2to　s

　　　　　　　　　FOr　each”in　Vei

　　　　　　　　　　　　　　　　　　For　each　IL　in　Vei＿i　with｛u，　v｝in　Ed（σ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　If噴v）〉炉一1（・）＋恥，ん）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S・t剛・）＝1・V’－1（・）＋恥，ん）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Set　ZL＊；u

　　　　　　　　　　　　　　　　　　End　fOr

　　　　　　　　　　　　　　　　　　S・t壇・）＝pi－’（の∪｛v｝

　　　　　　　　　End　fOr

EIld　for

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Figure　6．4：Algorithm　SPA

擁／s：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w＊＝醜肺）－E（f＊，h）

is　th・i・t・・d・d　di・t・nce　t・ノ’・and　P’　＝　1）5（の一｛・歪，・、・，＿謝give・∫・，　th。t　i、，　f。，

any　d∈1），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／＊（d）＝v＊（d）f・…meη＊∈P＊．

Example　6．13　GivenレVi　and　Pi　in　Exalnple　6．12りwe　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W東＝。醜、晦）一肺・3）一…3，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P＊＝｛V14，V23，V32，V4，｝．

Acc・・di・g　t・Th…em　4・8，　we　c・n・ec・n・t・u・t　th・1・gi・f・・m・1・・ep・e・e・ti・gノ・。、　f。11。ws：

　　　　　　　　　　　　　　　　　∫＊（m，y）＝xy〉・〉ゆ万獅yV⑳〉瑠

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　2’V万す．

Thi・i・th・・n・w・・f’・・d　w・h・v…1・・d　th・fitti・g　P・・bl・m．　N・t・th・t　x＞可≠。Vτ

in　fuzzy　logic．
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6．4．5　Estimatioll　of　SPA

If　w・・imply・x・・函ne　e・・止1　f・・zy・wit・hi・g　ful・cti・n・・n・by・n・，・，il19。b，ut，　f。，ce

alg°「ithm（BFA），i・t・k…－ch　tim・…he　mlmbe・・f・・va・i・b1・fuzzy・wit，hi。g　f。。c－

ti・n・1∫・1・whi・h　i・g・e・ter・ha・・the　numl・e・・f・一・a・i・bl・b・・1・・n・wit。hi。g　fun，ti。nS

lB・i；22n・Tlle　time　t・・x・・ut・BI・A　i・th・・0（2・”），

　　　F…implifyi・g　the・・tim・ti・・，　w・as・uln・D∈（γ一V3）・…w，　hav。　d。、1e　i。　the

exalnples・The　llumber　of　Q－equivalellt　classes　l［D］lis　at　lnost　2’・n！，　because　by　Proposition

6・5・it　is　equa．l　to　the　I）el’IIIuta．tion　of　n　variables　with　two　Iiterals　I）i　alnd酉，　For　each　Q．

equi・・1・nt・1・ss［司・th・・e・・e　2（n＋1）・e・t・i・ti・n・・ffuzzy・wit・hi・g　fun・ti。n、．　Th。　n。mber

器魁（備it竺U撃鵯s欄凹8t°書（磁諮1：1鑑購繍器
vl，…，v・i・レ（G）・・th・．t・・i∈レ％th・n　th・t・t・l　tiln・i・0（2（n＋1）2nn！），　whi・h　i、　w。，，e

tlla．ll　BFA．

　　　Th…111put・ti・n　c・uld　be・peed・d・p・・n・id…bly　by　th・・h・・t・・t　p・th　alg。，ithm

（SPA）・The　c・1・pa・i・・11／・epl・ceme・t・t・p　i・・id・th・副・。p　t。k。，　at　m。、t、。m。丘。。d

l’m°u1耐ti111e〆1”1）・・t・p　i・d・ne・t　m・・t阪．11－2（・b＋1）ti・・e・i・th・・－1・。P，　whi，h

l・d・・e　IVeil＝2（・＋1）time・f・・the　v－1・・1・，　whi・h　i・d・n・・－1＝2・・。！－1tim，、　fo，　th。

脚識゜1畢鵬呈1灘e膿罐島1濫i轍塞（7z十1）・2（n十1）・2nn！for　n＝1，．．．，5．）一

Table　63：Computational tlmes
η＼algorithlll BFA（1∫，、　D BFA’dβ。　D SPA

0（？） 0（22π） 0（2η＋1γz！（η十　1）2）

1 6 4 16
2 84 16 144
3 43918 256 1536
4 160297985276 65536 19200
5

一
4294967296 276480

6．5 Conclusion

W・hav・p・・P・・ed　a・・lg・・ithm　t・㈱th・fuzzy・wit・hi・g　f・ncti。n　with　the，h。，t，、t

distance　to　a　given　partial　function．　We　llave　proved　that　the　division　of　the　uncertain

knowledge　into　some　Q－equivalellt　classes　ls　suMcient　to　calculate　all　possible　local　dis．

tance・i・Th…eln　6・1，・nd　h・…h・w・s・m・u・ef・l　p・・P・・ti・・with・e・pect　t。，e、t，i，ti。n，

・ffuzzy・wit・hi・g　f・n・ti・ns・Th・・h・・t・・t　p・th・lg・・ithm・…・・k　with。1。，g，　val。。。f

n°nw・ight・d　g・・phσwhi・h・・rre・p・nd・t・・ll　p・ssibl・・－va・i・bl・fuzzy・wit・hi。9・fu。，，

ti°ns・W・h・v・・1・…tiInat・d　th・・lg・・ithm　and・h・w・th・t　it・・n・educe　c。mp。t。ti。n

in　finding　the　fuzzy　switching　fullctioll　with　the　shortest　distance　fbr　all　others．



Chapter　7

Practical　Example

This　sectioll　shows　how　a　logic　formulais　derived　from　a　real　estimatioll　made　by　a　persQn．

An　example　of　wiIming　possibilities　of　several　baseball　teams　is　demonstrated．

　　　In　the　algoritllm，　all　evaユuation　made　by　humans　is　represented　by　a　single　logic　formula

instead　of　severaユIF－THEN　rules．

7．1 Example：Baseball　teams

7．1．1 Introduction

VVheII　a　person　makes　some　decisions，　he／she　unconsciously　uses　a　certain　Iogic．　For

example，　a　winning　possibility　of　ba．seball　game　depends　mainly　upon　the　good　batter　and

the　good　pitcher・Other　factors　such　as　thedefense　or　the　director　are　used　optionally．　Our

decision　making　Processes三s　made　based　on　the　logical　relationship　among　the　estil皿ation

factors．　The　estimation，　however，　involves　uncertainty　and　incolnplete，　which　make　it

diMcult　to　derive　the　underling　logical　knowledge．

　　　In　this　section，　we　are　trying　to　Inodel　such　human　estilnation　by　means　of　fuzzy

switching　functions．　The　algorithm　proposed　in　preceding　section　takes　input　data　given

by　an　expert　a・nd　output　the　best　logic　formula　that　has　the　least　difference　of　the　input

data．　This　approach　has　the　advantages　as　follows：

●Asingle　logic　fonmula，　is　never　inconsistent，

　　con且ict　each　other．

while　sever副IF－THEN　rules　might

●By　taking　the　sum　of　all　input　data　would　cancel　the　small　noise　ofinput　data，　which

　　is　a　critical　ill　exact　matchin9．

●The　total　time　required　in　tlle　algorithm　is　proportional　to　nulnber　of　input，　so　it

　　can　be　used　ln　practicaユlarge　scale　knowledge　acquisition．

●The　total　error　provides　the　degree　of　approximation．

86
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7．1．2 Sample　Judgment　by　Expert

Asample　data　of　evalua，tion　，　which　will　be　used　as　a　learning　data，　is　given　by　questioning

an　human　expert．　We　consider　four　factors：

f
プ
ぎ
ギ

狙
忽
2
¢

battingッ

defense，

pitchingッ

ma．nager，

to　determine　the　possibility　of　winning．　The　range　is　O　to　1，　with　O　means“absolutely　bad，，，

1means“the　best，”and　O．5　means“unknown．”For　example，　xlニ0．8　means“the　team

has　good　pitcher　with　degree　of　O．8，，’or“the　team　has　many　nice　pitchers，，’and　x2＝0．2

means“the　lack　of　good　pitcher　is　weak　poillt　of　the　team　with　certainty．”Notlce　that

the　degree　of　O．2　simply　shows　certainty　of　1－0．2＝0．8　rather　than　uncertainty．　Hence，

the　1皿ost　uncertail1（legree　is　O．5．

　　　“1三th　the　above　estinlation，　the　expert　answers　the　possibility　of　winning　by　a　truth

value　of［0，1］．　We　denote　the　possibility　byん（a；1，z2，x3，x4）or　shortly∫o（x）．

　　　TabIe　7．1　shows　a　resllIt　of　questioIling　for　tweIve　l）asebali　teams，

Table　7．1：Sannple　Estimation（input）

ん
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3
．
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7．1．3 Fitting　Steps

Input；Let　A　and／b　be　a　sul〕set　ofレ4　and　a　lnapPil19／b：A→Vdefined　by　Table　zl．

　　　　We　denote　A　by　aiラ．．．，α12　corresponding　to　symbols　T，　Gラ．．．in　the　table．

Step1：For　each　ai　of　A，　We　have　the　quantized　set（フ（ai）as　displayed　in　Table　7．2．

step　2：We　wish　A　be　partitioned　into　several　Q－equivalent　classes［ai、］，＿，［ail、］，　but

　　　　there　is　no　two　element　of・4　that　belong　to　same　Q－equivalent　class　in　this　case．　So

　　　　we　still　remain　to　use　the　same　notation　of［aiフ］＝｛αゴ｝・
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σ
σ
’
9
y
P
五
β
F
∬
M
X

　　　Tab正e　7・2　Quantized　setsσ（A）

C（αの

C5，1，1，］），（．5，．5ラ1ラ．5），（．5，．5，．5γ5）

（1，1，1，1）　（．5っ．5，1，1）　（．5，．5，．5，．5）

（．5ラ1，1，1）　C5ッ1　5，，5）　（．5，．5，．5，．5）

（1　5つ1，1）　（．5　J「，1っ1）　（．5，．5，．5，1），（．5，．5，．5，．5）

（0，．5，．5，1）　（．5ラ．5　5，．5）

（．5，0，0，0）　（．5，．5，．5，0），C5，．5，．5，，5）

（1，1，1，1）　（．5，．5ラ．5，．5）

（1，1，1，1）　（1，．5，．5，．5），（．5，．5，，5，．5）

（1，．5，1，．5），（．5，．5，．5，．5）

（1，1，1，1）　（。5，．5ラ1，1）　（．5，．5，，5，1），（．5，．5，，5，．5）

（1，0，．5ラ1）ラC5，．5　5，．5）

〔0，．5，．5，0），（．5，．5，．5，0），（．5，．5，．5，．5）

step　3，4：For　each　Q－equivalent　class［叫］，　we　get　a　set　of　the　restrictions　or　the　partial

　　　　specified　fuzzy　switchlng　functions　R（C（ai））。　For　examl）le，　team　T’s　quantized　set

　　　　（iJ（α1）＝｛（．5，1，1，1）．（．5，．5，1，．5），（．5，．5，．5，．5）｝has　tlle　set　of　restrictions　as　fbllows：

丑（σ（・1））一｛／（1、，1，1，1）認、，1，、，1），f（㌔，，，，、，．5），

　　　　　　　　　　　　兇，．、，1，．，），堤，，．，．，，．、）・兇，，，5，．、，．5）｝

　　　　　　　　　＝　　｛・T2［1：3×4，　x2x：3x4，　x3，酉［，　1，0｝．

Moreover，　we　compute　the
classes　［α」｛］　as　follo、vs：

distances　from　restrictiolls　to／b　for　all　Q－equivalent

D（fl．，．、．、，1），f・（・1））一

刀（／ε，川）・ん（α・））一

12｝2解4（α1）一ノ。（α、）I

lmin（．6，．8，．6）一．51＝0．1，

1の2¢3の4（α、）イ。（α1）1

11－IIlin（．6，．8，．6）一．5i＝0．1，

Thus，　we　show　the　result　of　Step　3　and　40n　Table　7．3．

Step　6：1」et　T2　be　a　restrict三〇n　that　has　the

　　　　i＝1，．．．，12．

O
1
0
2
0
3
0
4
0
5

T
　
　
T
　
7
　
航
～
　

T

shortest　distance　to　／b　in　R（σ（ai））　fbr

C2×3×4

×3×4

×2×3×4

×3×4

Zifi’x　4＝XI　V　ZifliU
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・9

考
・9

瑠
r？。

7’
H
1

7・
H
2

欝4

XIX2T3×4

XlX2×3×4

XIV3　＝EiTi’＞iiili’

劣1×2×3　2’4

Xl石¢4　＝可Vx2V砺

酉

We　then　talke　a　sum　of　restrictions　r｛，＿，　r｝2　and　see　if　the　sum∫1　is　representable

by　the　condition　of　consistency．　Table　7，4　shows　the　result　of　surn　of　the　selected

restrictions．　Looking　at　the　table，　unfortunatelyりwe　detect　a　contradiction　that

elelnellt　of（．5，．5，1，1）takes　both　l　and．5，　which　is　denoted　by　1／．5．　Thereby　we

know　that∫10bviously　is　llot　represelltable，　so　we　nlllst　go　to　Step　7．

Step　7：、～「e　chose　an　alternative　c，01111）illa．t三Qll　of　restrict三〇ns　for　each」配（σ（ai））that　has

　　　　as　sllort　dista．nce　to　fo　as　possible．　Ill　this　case　we　ha、ve　twQ　choices　of　restrictions：

　　　　f・11R（σ（α1）），

D（・・？，　f。（α1））＝ 0げ～、川），ん（・1））＝0・1

刀（∫8，，、，、，、）lf・（α・））

ニD（偲2¢3¢4論（α1））

a．nd　for　R（C，（α3）），

0（r9，　fo（α，））；D（ノ～，，1，1，、），ん（α・））＝0・1

D（！ε、川，ん（・・））

D（x2・x’3x4，ん（α3））

and　for　R（（］（α10）），

D（r？。，f。（α3））＝ D（砧，、，、，1），　f・（a））－0・1

D（∫a，、，1，1），ん（…））

D（XIX2コC3×4，∫0（α・・），

so　we　have　total　of　2×2×2－1＝7combinations　with　the　same　distance　as　that　of

！o．For　each　combination　we　go　on　trying　to　check　the　condition　for　representable

in　step　6．　This　trial　goes　on　till　the　condition　of　representable　is　to　be　satisfied．

As　the　results，　we　find　the　combination　of　restrictions　that　can　hold　the　condition

for　the　first　time　ill　Table　7．5．　On　the　table，　the　restrictions　of　y　and　M　are　fuzzy

switching　functions　that　take　a　value　of．5　for　the　chosen　element　ofσ（α5）and

σ（α10），respectively、　The　total　distance　to　fo　is　1。0，　that　is，　the　shortest　distance，
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＼
＼！（1

×2＼

0

5

1

0 5 1
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＼
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Figure　7．l　SllM　of　restrictiolls　ff’，．＿ラf，K’2

Step　8：Figllre　7．1三11u　g．　trates　the　fuzzy　switching　fllnction　fk　defined　by　the　sum　of

　　　　restrictions　chosen　ill　step　7．　Where，　we　denote　the　restrict三〇ns　and　distances　to

　　　　fo　by　the　symbols　such　as　7「；0，1．

Taking　the　expansion　C＊（f＊）of　the　qualltized　set，

function　f＊oll　Talble　7．6．

now　we　obtain　the　fuzzy　switching

Since　the　all　of　cells　of　the　table　are　Ilot　filled，　according　to　the　condition　of　unique－

nessうthere　could　be　several　fuzzy　switching　functions　with　the　shortest　distance．

Hence，　we　shal　define　two　special　fuzzy　switching　functions　by　the　minimum　fcd　and

the　maximum　fac　with　respects　to　numerical　order　of　truth　value．　The　lninimum

fuzzy　switching　function　is　defined　by　filling　in　all　blank　cells　with　as　many　values

of　O　as　possible．　Note　that　solne　of　blank　cells　such　as（0．5，0，0，5，1）or（1，1，0．5，1）

must　be　O，5　because　of　the　monotonicity．　We　show　the　result　on　Table　7．7．　Simi－

1arly，　Table　7．8　shows　the　result　of　the　maximuln　fuzzy　switching　functionプ｝c　which

is　filled　in　blanks　with　value　of　1，

Finaユlyラwe　apply　the　representation　rule　to　each　fuzzy　switching　functions　in　step

8，and　have　the　logic　formulae　Fcd　and　Fcc　as　follows：

F、d＝ V　ααV　β6
α∈（：プf（∫つ　　　う∈Cb（∫つ

α（Lol・，・）Vα（1ρ，1，．5）Vα（・，o，1，1）〉α（1，．5，・，o）Vα（・，。5，1，．5）V

α（11．5，1，・）〉α（1，1，ls・）〉α（1，1，1．5）Vα（1，1，・，1）Vα（．5ρ，・，1）V

α（．5，．5，1，1）〉α（．5，・，1，1）Vα（oρ，・，・）Vα（o．5，1，・）〉α（o，1，・，1）〉

β（・ρ，．・，・）〉β（1，・，．・，．・）〉β（・，・，．・，・）Vβ（1，．5，．・，・）Vβ（・，．・，．・，．5）V
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　　　β〔1，．・，．・，1）〉β（L1，．5，・）Vβ（1，・，．・．5）〉β（1，・，．・，1）〉β（．5ρ，．・ρ）〉

　　　β（．5ρ，．5，．5）Vβ（．5，0，．5，1）〉β（．5，．5，．5ρ）〉β（．5，．5，．5，．5）〉β（．5，．5，．5，1）〉

　　　β（．・，・，．・，・）〉β（．5，・，．・，．・）〉β（．・，・，．・，1）Vβ（．・，・，1．5）Vβ（．5，．・，・，．，）〉

　　　β（．・，1，1，．・）〉β（・ρ．・，．・）Vβ（・，・，．5，・）Vβ（・，．・．・，・）Vβ（・，．・，．・，・）V

　　　β（・」1．・，，・）〉β（・，1，．5，1）〉β（・，・，・，．・）Vβ（・，．・，・，．5）Vβ（・，1，・，．5）

＝三nl　：c3　V　X3　［V4，

Silllila1－1》rう

Fcc＝xlx3＞x3x4　V　a；lx2＞x2x4．

In　Table　7、9，　we　Inake　sure　that　the　both　loglc　formulae　satisfy　the　givell／b　for　all

α」i　Qf〆1，　i．e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　」Fモc（α」i）＝　」Fcd（αi）　＝　ノ｝〕（αゴ）　　　for　all　ai　of〆1．

thUS

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　刀（F。，，　fo）＝1，（F，，ムん）司．o．

　　　We　relnark　that　the　logic　formulae　represents　P－fuzzy　switching　fllnctions，　Le．，　both

satisむthe　ulliformity，　Ilence，　these　contain　llo　complemelltary　phrases．　Thus，　the　result

Fcd　can　be　interpreted　as　‘‘the　teαm　would　u）in　ヴan〔i　onlyガit　has　Powe7ゾ召J　bαtte「s　（xl／

and　pttchersピコじ3／orρoodr　pitchers（x3ノαη〔1　great　mαnager（x4ノ．”Indeed，the　expert　who

gives　the　estimation　data　fo　Inelltions　that　the　factor　of　pitching　is　the　Inost　important，

which　agrees　with　the　result　that　can　be　trallsformed　as

F、d＝の3＠1＞a：4）．

We　therefore　believe　that　our丘tting　algorithm　call　be　used　for　kIIowledge　acquisition　by

Ineans　of　logicaユexpression．

　　　If　the　expert　does　not　kllow　about　basel）all，　a　logic　f6rlnula　could　not　be　unique，　or　no

logic　formula　could　exist　because　of　a　contradiction　derived　from　a　lack　of　in丘）rmation．　In

the　sellse，　the　total　distance　irnplies　the　degree　of　unknown．

7．1．4 Conclusion

We　have　demonstrated　how　to　work　the　fitting　a工gorithm　of　fuzzy　switching　function　by

apractical　example　of　a　winning　possibility　of　baseba皿teams，　and　hζve　shown　the　logic

f（）rmulae　that　approximate　the　knowledge　of　an　expert．
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Table　7．3　Restrictions　and　distances

Teams C
∫
2

1）∫1 だ Do

7
（・5，1，1，1）

i・5，・5，1，．5）

i・5，・5，，5，．5）

Z2¢3¢4

@¢3
@　1

卜5－．61

P．5一矧

m5－11

¢2¢3¢4

@一@甜3
@　0

「．5一41

P．5－．21

P．5－OI

σ

（1，1，1，1）

i・5，．5，1，1）

i・5，．5，．5，。5）

館1¢2Z3」じ4

@の3認4
@　　1

1．7－．61

m7－．71

m7－11

の1置2ω3詔4

@の3¢4
@　　0

卜7－．41

u．7－．31

P．7－OI

σ

（・5，1，1，1）

b5，1，．5，．5）

i．5，．5，．5，．5）

Z2欝3Z4

@α，2

@　1

1．5－．61

P．5－．7［

m5－11

調じ2コじ3ω4

黶@の2

@　0

1．5－，41

m5－．31

m5－Ol

5
（1．，5，1，1）

i．5，．5，1，1）

i・5、．5，．5，1）

i・5，・5，．5，．5）

〔～1111コ32，4

@213214

@ユ，4

@　1

卜7－．61

m7－．71

P．7－．81

堰D7－11

飢1の3鉛4

@諮3諮4一

@の4
@　0

1．7－．41

P．7－31

P．7－。2［

m7－Ol
y （0，．5，．5，1）

i5，．5，．5，5）

一¢］2，4

@1
1．4一61

P．4－11

一¢1214

@0
1．4－．41

P．4－Ol

D
（・5，0，0，0）

i．5，5，．5，0）

i・5ゾ5，．5，．5）

『一一M2ω31殉　　一

@　ごど4

@　1

卜3－．61

P．3－．71

P．3－11

一『＿ﾖ2¢3＄4

@　」じ4

@　0

1．3－．41

P・3－．31

m3－Ol
五 （1，1，1，1）

i・5，．5，．5，．5）

¢1τ2ω3ユ｝4

@　　1

1．8－8i

m8－11
Zl¢2τ3の4

@　　0

「．8－．21

P．8－01

β

（1，1，1，1）

i1，，5，．5，．5）

i・5，．5，．5，．5）

ZIZ2こじ3の4

@　⑳1

@　　1

1．6－．61

P．6－．81

m6－11

鐙1認2Z3⑦4

@　可
@　　0

1．6－．4「

P．6－．21

P．6一α

F （1，．5，1，．5）

i・5，，5，5，5）

¢1213

@1
1．4－．61

P．4－1［

工1置3

@0
卜4－．41

P．4－OI

∬

（1，1，1，1）

i・5，・5，1，1）

i・5，・5γ5，1）

i・5，．5，．5，．5）

記1餌2鞠範

@¢3¢4

@　¢4

@　　1

卜5－61
堰D5－．71

P．5－81

堰D5一工1

τ1コじ2¢3¢4

@⑦3醒4　　『

@　ω4

@　　0

1．5－．41

P．5－．31

P．5－21

P．5－OI

M （1，0，．5，1）

i・5，。5，，5，．5）
　一ﾖIZ2の4

@　1

卜4－．61

P．4－1「

一置1置2餌4

@　0

1．4－41

P．4－OI

x
（0，．5，．5，0）

b5，．5，．5，0）

モT，．5，．5，．5）

一一ﾖ1ω4

@置4

@1

1．3－61

m3－．71

P．3－11

一一曹P¢4

p　皿4

@0

1．3－．41

P．3－．31

P．3－0「

92
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Table　7．4　Fuzzy　switching　function／1

忽2＼
α11 0 0．5 1

¢4＼¢3 0　．5　1 0 ．5 1 0　．5 1

0 0
．
5
1

1

0

1 0

．5 0
．
5
1

0
．
5
．
5

．5

P／．5

．5

0
11 O

。
5
1

．5

1 1

Table　7．5 Mininium　combination　of　ri，．．．，ri’2

Teams 　，V
陰

T
ゴ

D（弔ゐ）

T ！ε、，1，1，、）

欝2Z3置4 0．1

σ ！ε、．、，1，1）

偲3Z4 0

σ ／ε、．、，、，1）

212の3コじ4 0．1

3 ∫～，，．，，、，、）

コP32｝4 0

y ∫18，．5．，，1）

一一高倦ｦ2の2Z4 0．2

D ∫8、，。，。，。）

』じ2＞」♪3＞Z4 0．1

五 ！臨1） 鐙1¢2調じ3欝4 0

β ！δ川）
∬1ω2ω3Z4

1

F ／δ．，，1，．5）

記1の3 0．2

∬
／～，，．，，、，1）

¢3記4 0．2

M ∫llρ，．5，1）

房了V澱2＞⑳3V砺V婿 0．1

x ∫結，．，，．5，。

∬1＞ω4 0．2

A ／1
一

1．0
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Table　7．6：Fuzzy　switching　function∫＊

212＼　z1 0 0．5 1

⑳4＼¢3 0　．5　1 0　．5　1 0　．5　1

0 0
．
5
1

0　0　0
@．5

@　1

0　．5

@　1

0　，5　1

@．5　1

@．5　1

．5 0
．
5
1

0　0　0
@．5
@．5　1

．5

D5　．5

D5　1

　1
D5　1

@1
‘
1

0
．
5
1

0　0　0
@．5　．5

@　1

．5

@1
】
1
1

Table　7．7　The　miniInum　fuzzy　switching　fullction　fcd

謬2＼　¢1 0 0．5 1

¢4＼偲3 0　．5　・1 0　．5　1 0　．5　1

0 0
．
5
1

0　0　0
O　．5　．5

O　。5　1

0　．5　0

O　．5　5

O　．5　1

0　．5　1

O　．5　1

O　．5　1

．5 0
．
5
1

0　0　0
O　．5　．5

O　．5　1

0　．5　．5

O　．5　．5

O　．5　1

0　．5　1

O　．5　1

O　．5　1

1 O
．
5
1

0　0　0
O　．5　．5

O　．5　1

0　．5　．5

O　．5　．5

O　，5　1

0　．5　1

O　．5　1

O　．5　1
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TabIe　7．8：The　maximum　fuzzy　switching　function∫㏄

謬2＼　甜1 0 O．5 1

認4＼⑦3 0　．5　1 0　．5　1 0　．5　1

0 0
．
5
1

0　0　0
O　．5　．5

O　．5　1

0　．5　．5

O　。5　．5

O　．5　1

0　．5　1

O　．5　1

O　．5　1

．5 0
．
5
1

0　0　0
D5　．5　，5

T　．5　1

。5　．5　．5

D5　．5　．5

D5　．5　1

．5　．5　1

D5　．5　1

D5　．5　1

1 0
．
5
1

0　0　0
D5　．5　．5

P　1　1

．5　．5　．5

D5　。5　．5

P　1　1

1　1　1
P　1　1
P　1　1

Table　7．9：Distances　to　fo

ん　∫，、／o D∫。d

T ，6　　．6　．5 ．】

σ ．7　　，7　．7 0

σ 。6　　，6　．5 ．1

5 ．7　　．7　．7 0

y ．5　　．5　．4 ，1

D ．4　　．4　3 ．1

L ．8　．8　．8 0

β ．6　．6　．6 0

F ．6　　．6　．4 ．2

∬ ．7　．7　．5 ．2

M ．5　　．5　．4 ．1

x ．4　　．4　3 ．1

totaI 1．0



Chapter　8

Conclusion

We　have　studied　knowledge　acquisition　based　on　fuzzy　switchillg　functions　and　some　classes

of　lllultiple－valued　fllnctiolls．　and　investigated　partially　specified　fuzzy　switching　functions．

These　results　make　it　possible　to　extract　essential　inforrnatめn　from　incomplete　and　un－

certain　knowledgeッand　to　identify　a　whole　mappillg　with　a　log三c　formula．　This　is　the　first

attelllpt　to　consider　a　fuzzy　switching　function　as　a　method　for　approximate　reasoning．

　　　Tlle　necessary　and　suffLcient　colldition　in　order　for　a　restriction　to　be　a　fuzzy　switching

fullctlolls（Theorem　3．5）and　the　necessary　alld　su　ffl　ci　ent　condition　fbr　fuzzy　switching

functions　to　be　uniquel．y　determined　by　a　restrlction（Theorem　3．6）have　been　clarified，

We　can　see　ill　a　fillite　mlIllber　of　steps　whether　a　givell　restriction　has　a　sollltion　as　a

fuzzy　switching　fullctioll，　and　whether　the　solutioll　is　determined　uniquely　or　not．　From

the　point　of　view　of　inference　systelns，　this　works　much　more　effectively　than　conventiollal

apProximate　nlethods　that　involves　trial　alnd　error．

　　　We　have　studied　the　properties　of　P－fuzzy　switching　functions，　and　clari且ed　the　nec－

essary　and　sufficient　conditめlls　for　restrictions　to　be　P－consistent　in　Theorem　4．5　a、nd

to　be　P－unique　ill　Theoreln　4．6．　These　conditions　are　useful　ibr　automatically　deriving

knowledge　represented　as　simp｝e　logic　formula　from　any　given　learning　data．　We　also

described　a　way　to　represellt　Pイ11zzy　switching　functions　from　any　P－unique　restriction　in

Theorem　4．8，

　　　We　have　studied　the　partially　specified　Kleenean　functions，　mappings　representable

by　logic　foHnula　that　conta三ns　any　constant　truth　values　of［0，1］，　and　have　solved　the

identification　problem　of　Kleenean　functions．　We　have　elarified　the　necessary　and　su伍cient

condition　for　existence　of　Kleellean　function　is　non－elnpty　Possibilities　defined　by　a　given

∫in　Theorem　5．7．　The　results　provide　a　robust　Iogic　descriptioll　of　knowledge．

　　　We　have　proposed　an　algorithm　to蝕d　the　fuzzy　switching　function　with　the　shortest

distance　to　a　given　partial　fllnction．　We　have　proved　that　the　division　of　the　uncertain

knowledge　into　some　Q－equivalent　classes　is　suMcient　to　calculate　all　possible　local　d董s－

tances　in　Theoreln　6．1，a、nd　llave　shown　solne　useful　properties　with　respect　to　restrictions

of　fuzzy　switching　fullctions．　The　shortest　path　algorithm　can　work　with　a　large　value　of

non　weighted　graphθwhich　corresponds　to　all　possible　n－variable　fuzzy　switching　func－

tions．　We　have　also　estilllated　the　algorithln　and　shown　that　it　can　reduce　computatioIl

in　finding　the　fuzzy　switching　function　with　the　shortest　distance　for　all　others．
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