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Chapter　1

Introduction

Thr・ugh・・t　the・・tl・・d・x　m・i・・tre・m・f　the　d・v・1・Pment・f　l・gi・i・the　W・・t，　the　prev・ili・g

・i・ww・・th・t・v・・y　p・・1・・sit・i・・i・either　trlle・r　el・e　f・1・e・The　the・i・i・c・mm・1・ly・・11・d五・呵

Bivalence，　alld　everyone　knows　that　billary　logic（or　classical　logic）is　l）ased　on五αωof　Bi？ノalence，

Binary　logic　has　led　us　to　thc　rapid　development　of　moderll　science．　Tlley　say　that　classical　logic

w・・p・・P・・ed　by　A・i・t・tl・ill　the・ncie・t・G・eek…，・・d　it　i…s・ln・d　i・cl・ssi・・11・gi・th・t・very

proposition　has　to　take　truth　values　either　true（1）or　else　false（0），

　　In　colltrast　to　classical　logic，　there　are　other　logical　systems　permitted　to　take　truth　values

b・・id・・t・・c（1）・・d　f・1・e（0），・・d・u・ll　l・gi・al・y・t・ms・・e　c・mn…ly・・11・伽吻～・－val・・4励・．

For　the　first　time，　the　reqllirelnellt　of　Inultiple－valued　Iogic　was　suggested　from　the　pliilosophical

point　ofview　by　Aristotle　who　is　also　tlle　origillator　of　cla8sical　logic．　He　claimed　that　pl・opositiolls

about　fしlture　evellts　ar℃nei七her　actually　true　nor　actually　false　but　are　poしelltially・either　o1ユe　of

tllem，　hence　their　trutll　value　is　undetermined　at　leas　t，　prior　to　the　event．　He　also　considered　about

pr・P・・iti・・s　c・・t・i・i・g　the　c・nccpt・・f　p・ssibiliむy，　imp・ssibility、　c・11ti・ge・cy　and・ecessity．　Thi・

kind　of　idea　is　nothing　but　modal　logic　of　today，　however，　of　course　lle　did　llot　systematize　such

alogic　concretely．　Many　mllltiple－vallled　logic8　have　been　proposed　and　studied　by　researchers

［37］，11・w・v・・，the・・tu・1　i…9u・・ti・n・f　ln・ltiple－v・hled　l・gl・niust　b・d・t・d・fr・in　the　pi・neeri・9

papers　of　the　Pole　Jan　Lukas　iewicz　and　the　Alnerican　Emile　L　Post，　published　ill　the　early　1920s，

ill　whicll　the　first　developed　systelnatization　of　mult，iple－vallled　logic　were　presented．

　　In　1920，　Lukasiewicz　proposed　a　t，ernary　logic　on　the　set　of　trutll　values｛0，1／2，1｝．　III　the

t・m・・yl・gi・，…ht・uth　value　i・i・t・・pret・d・…f・ll・w・；1me・ns　tr1・e，　O　me・ns　f・1・e・・d　1／2

1neans　indeterminately　third　truth　value　besides　true　and　false．　He　suggested　that　the　third　truth

value　1／2　should　be　fbr　propositions　of　fUture－colltillgellt　events．

　In　propositional　logic，10gic　f（）rlnulas　are　usually　defined　by　fi　11ite　apPlication　of　variables　alld

operations，　and　Lukasiewicz　defined　some　operatiolls　ill　his　ternary　logic　as　the　extension　of　binary

logic　as　below．

x〈？」＝min（x，IJ），　　xV　？」＝max（x，I」），

x⇒IJ＝nlill（1，1－x十y），　～ω＝1－x

The　law　of　the　excluded　middle（x＞～x＝1）in　classjcal　logic　is　widely　different　fronユLukasiewicz

terna・y　l・gi・，　thaもi・，　tlle　l・w・f　the　e・・1・d・d　middl・d・…1・t　gener・Ily　ll・ld　i・hi・1・gi・．　Am・119

almost　all　of　multiple－valued　logics　other　than　Lukasiewicz’s　one，　the　law　of　the　excluded　lniddle

usu・lly　d・es・・t　h・1d　neither，・nd・・w・might・・y　t11・t，・the　1・w　pec・li・・ly　h・lds・in　clas・i・al　1・gi・。

It　is　very　illterestillg　to　remark　that　Luka．siewicz　ternary　logic　is　closely　related　with　illtutiollistic

logic　of　Brouwer　and　modal　logic　of　Lewis．
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Aft・・七he　p・・P…1・f　L・ka・i・wi・・tern・・y　l・・gi・，　i・1921　P・・t　p・・1…ed・・－v・lued　l・gi・…tlle

8et　of　tmth　values｛1，2，＿，，M｝，　He　defincd　three　killds　of　operations〈，　V，～，　alid　two　of　theln

（〈，〉）・rc・・me　d・filliti・・1s・f　L・k・si・wicz’・1・gi…dthe・per・t’i・n・－i・d・fined・・1・・1・w・［34］．

一一 of＋1繍
E・peci・11y，　P・・t　p・・v・d　th・t・・y・－v・・i・b1・m－・・111ed長m・ti・・F・｛1，2，＿，m｝・→｛1，2，＿，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ几｝

・an　alway・be　rep…e1・t・d　by　me・ns・f・1・gi・鉛rm・1・・f　lli・1・gi・wlli・h　i・c・nst・u・t・d　by　n

…i・bl・…d・・ly・t・w・・P…ti・・s＞・・d～，　that　i・，　P・・ポ・m－v・lued　1・gi・i・f…cti・nally・・mpl，t，

for　m－valued　functiolls．　Here，　foLnctionαl　completeness　is　defined　as　follows；ase七〇f　operations

｛／1，＿，fs｝is　s・id　t・b・flllCti・nally・・mpl・t・f・r・rt－v・lue曲n・ti・ns　F・｛1，2，＿，m｝・→

｛1，2・…・m｝if・nd・・ly・if・a・y　m－・・1・e曲・・ti・n　can　b・d・丘・・d　i・しer1・・s・f　the・e・pe，。ti。1、s

∫1・…，f・　and…i・bl・・taki・g　m・・hle・・By　tlle　w・y，　it　i・evide・t　f・・m　eagy。，，ifi，ati。n　th。t

L・ka・i・wi・・terll・・y　l・gi・is・・t釦・・ti・n・11y・・mpl・t・f・・t・m・・y丘1n・ti・n・F・｛0，1／2，1｝・→

｛0，1／2，1｝　［28］．

　　Here，　we　should　pay　att，ellt，iOll　to　the　differellce　of　the　motivatiolls　between　Lukasiewicz　and

Posし　Tllat　of　Lukasiewicz　who　was　a　logician　is　tllat　multiple－vahled　logic　should　have　some

ki・d・f　ln…i・9，　f・・ex・mp1・L・k・・i・wi・・t・i・d　t・treat　p・・P・・iti・ns・f　f・t・re－c・・ti・・ge・t　i、、

his　ternary　logic．　　　　　　　　　　　　　　　Therefbre，　a＄anatural　consequence，　binary　logic　has　to　be　co1ユtained　ill　his

multiple－valued　logic　as　its　special　case．　That　is，　ill　tlle　case，　any　logic　fbrmula　h，fts　to　take　O　or

l　as　its　t，ruth　value　if　ally　assignment　to　variables　is　restrict，ed　to　thc　orthodox　truth　values　O

alld　1．　In　colltrast，　mathematiciall　Post　studied　mllltiple－vahled　Iogic　from　the　poillt　of　view　of

functionally　conユplete1ユess・　Classical　logic　treating　only　tlle　ortllodox　truth　values　O　and　l　call

represent　any　two－valued　fi111CtiOll　F：｛0，1｝n→｛0，1｝a8　its　logic　fbrmulas，　that　is，　classical

logic　is　flnctionally　complete　for　two－valued　functions．　Tlle　Posゼs　motivatioll　of　multiple－valued

Iogic　was　based　on　this　concept，　tllat　is，11is　subject　was　to　investigate　what　killds　of　operations

・f・n－v・lued　l・gic　c…rep・ese・t・・y　m－v・1・・d　f・・cti・n　F・｛1，2，＿，m｝・→｛1，2，＿，・・｝．

Table　1．1：0peratiolls　of　Bochvar，s　Ternary　Logic

σ
　
P

　　　P〈9

O　1／2　1
　　　PVg

n　1／2　1
　　　P⇒9

O　1／2　1
　　　P⇔σ

O　1／2　1
～P

　0

P／2

@1

0　1／2　0
P／2　　　1／2　　　1／2

O　1／2　1

0　1／2　1
P／2　　　1／2　　　1／2

P　1／2　1

1　1／2　1
P／2　1／2　1／2

O　1／2　1

1　1／2　0
P／2　　　1／2　　　1／2

O　1／2　1

　1

P／2

@0

Table　1．2：0perations　of　Kleene，s　Ternary　Logic

σ
　
P

　　　P〈q

n1／2　1
　　P＞9

O　1／21
　P⇒9
O　1／21

　　P⇔σ

O　1／2　1
～P

0
1
／
2
　
1

0　　0　　0

O1／21／2
O1／2　1

0　1／21
P／21／21
P　　1　　1

1　　1　　1

P／21／21
O　1／21

1　1／2　0
P／2　　　1／2　　　1／2

O　1／2　1

　1

P／2

O

2



Table　1．3　0perations　of　G6del，s　Ternary　Logic

σ
　
P

　　　P〈σ

O1／2　1
　　PVg

n　1／21
　　P⇒9

O1／21
　　　P⇔σ

O1／2　1
～P

　0

P／2

@1

0　　0　　0

O1／21／2
O1／2　1

0　1／21
P／21／21
P　　1　　1

1　　1　　1

O　　1　　1

O　1／21

1　　0　　0

O　1　1／2
O　1／2　1

1
0
0

　　The　investigatiolls　related　with　mult，iple－valued　logics　can　be　classified　roughly　into　two　types，

that　is，　some　of　tllem　are　ill　the　type　of　Lukasiewicz　and　the　ot，hers　are　il）the　type　of　Post．　Of

course，　we　canゴt，　cIearly　classify　the　studies　reIated　wit，h　multiple－valued　logic．　We丘rst　describe

some　of　studie8　based　oll　Lukasiewicz’s　collcep七alld　tllen　show　tllose　based　oll　Post，s，

　　Since　the　proposal　of　Lukasiewicz　ternary　logic，　many　multlplc－valued（propositional）logics

have　been　proposed　and　studied　along　the　line　of　Lllka、siewicz’s　work［37］．　Especially，　the　studies

of　Kurt　G6del，　D，　A。　Bochvar　and　Stepllen　C．　Kleene　are　of　impol’tallce，　Table　1．1，1．2　and　1．3

show　trutll　tables　of　operations　of　Bochvar，　Kleelle　and　G6del（we　already　showed　tlle　definition

of　Lukasiewicz’s　operations）．

　　The　studies　of　Bochvar　and　Kleene　are　of　particular　importance　becau8e　they　developed　3－

valued　syst，ems　of　logic　which，　while　fundamentally　different　f士om　t，he　system　of　Luikasiewicz，　have

signi丘cant　applications　ill　metamathematics．111　ternary　logic　of　Bochvar，　tlle　tllird　trutll　vahle

1／2is　interprcted　as　paradoxical　or　meanillgle8s，　and　tllat　of　Iくleene　is　illterpreted　as　unknown．

　　It　is　one　of　t，he　inves七igations　of　logic　to　ask　the　existence　of　tautologies　ili　a　logical　systcnユ，

and　if　tautologies　exist　ill　the　logic　t，hen　which　of　logic　formulas　should　be　tautologies．　Here，　a

tautology　is　a・logic　fbrrnula　that　unifornily　takes　olユthe　truth　vahle　l　fbr　all　a8siglllllellts　of　truth

values七〇the　variables・If　a　logical　system　has　a七autology，　tlleII　generally　it　llas　infinite　nunユber

of　tautologies．

　　Now，　let　us　describe　axiomatization　of　a　logical　system　wllich　enables　us　to　treat　such　illfillite

mlmber　of　tautologies　with丘11ite　concepts。　An　axiom　system　is　constrncted　by　two　concepts，　that

is，　some　logic　f（）rmulas　called　axiolns　which　are　tautologies　of　tlle　given　logical　systel皿，　and　all

illfel’el）ce　rule（modus　ponens　alld　substitution）もhat　enables　us　to　derive　cl　new　logic　fbrmula　from

another　logic　forinulas　that　have　been　derived　already　or　are　axiollls．　In　all　axiom　system，　every

meaning　of　sylnbols　appearing　ilコlogic　f（）mnulas　are　ignored，　and　olle　only　pays　attention　to　the

symbols　and　derives　a　new　logic　formula　by　applying　t，he　inference　rules．　For　example，　Lukasiewicz

ternary　logic　is　axiomatized　ill　tlle　followillg　malmer，　wllereα，βand　7　imply　any　logic　formulas

and　the　operations〈and＞can　be　defi皿ed　a8　x＞？J＝（x⇒？J）⇒ン，　x〈y＝～（～xv～？J）and

x⇔IJ＝（2’⇒レIJ）〈（IV⇒ω）using　operations⇒and～，

＜Axioms＞

（1）α⇒（β⇒α）

（2）（α⇒β）⇒｛（β⇒rγ）⇒（α⇒7）｝

（3）（～α⇒～β）⇒（β⇒α）

（4）｛（α⇒～α）⇒α｝⇒α

3



〈lnferencε　Rules＞

ModiLs　Ponens’βis　derived　fromα⇒βandα．

3？↓bstitutz’on’Every　occurrence　of　a

　　　　logic　fonmula．

（propositional）variable　can　be　siinultaneously　replaced　by　a

He・e，　the　foll・wi・g　i・il・・p・・ta・t　t…nst・uct　a・axi・m　sy・te1面・n・al・gical　sy・t・m；it・hag

to　be　proved　tllat　ally　logic　formllla　derived　fron）axioms　alld　inference　mles　always　has　to　be　a

talltology　ill　the　givell　logical　sy8tem，　and　collversely　ally　ta”tology　always　lias　to　be　derived　as　a

logic　fbrmllla丘℃11）axioms　and　illf6rence　rules．　It　is　illteresting　tllat　we　call　treat　illfillite　llumber

・ft・ut・1・gi…f・1・gi・・1・y・tem　with且・it・ly・・ncept・a・・xi・n・sy・teln．　M・・e・ver，　it　is　ea・y

む・perform　the　axi・m　sy・tem・n・・mP・ter　si・・e　the　d・・i・i・g　nlcth・d・f・・w　l・gi・f・rl…1，x…1y

depends　on　clutolllatic　manipulation，　and　theref6re，　tllis　collcept　is　imPortallt　for　tlle　apPlication

to　comput，er　sciellce．

　　Next，　we　show　s加dies　related　witll　Post，s　concept．

　　Historically，　the負111ctionally　completeness　problem　was丘rst　sヒudied　in　O2，　here　O2　means　tlle

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

set°fall　2曹value曲ncti・1・s，　th・t　i・，°・一 d。°！n）where・ln）一｛∫1∫・｛・11｝η一｛・，・｝｝・

Although　several　functionally　complete　systems　were　knowll　earlier，　a　gelleral　completeness　cri．

terioll　was　given　by　E．　Po8t　in　1921［34！．　In　the　investiga七iolls　f6r　functional　comple七eness，　the

m°st　n艪普ual　p「°ble’n　i・the　ch・…teri・ati・n・f・ub・et・X⊆O・　such　tha咽一〇・，　whe・e

°・－ 獅xl。°！n）…d・！η）一｛ノ1ノ・｛・，1，…k｝n－｛・，1，…，ん｝｝，・nd［X］is　se・・f・11舳…i・n・

f・om　Ok　which　caII　be　obtained　as丘nitely　colnpositions　of　flulctions　from　X．　Post’s　criterion
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：
wllich　has　beell　redi8covered　many　times，　is　most　naturally　expressed　in　temms　of　maximal　classes．

Aclosed　class　M⊆Ok　is　said　to　be　maximal　in　Oたif　M　can’t　be　properly　extended　to　a　closed

proper　subclass　of　Ok．　Then，　we　have　the　fbllowing　simple　but　basic　fact［38］．

　　　・45ε君X⊆0たis　fttnctionα〃y　complete　in　Oたザand　onlyザX　isα5？tbset　qズηo

・η・翻・～・1αss　i・Ok…ri・・tん・・ω幡，　X　i・加・ti…〃〃・・m卿呵・nd・・nty・if　t・

every　mαximαl　class　M　in　Oた仇e　set　X　contains／not　Z♪elonging　to　M．

Also，　we　know　that　whicll　closed　class　can　be　a　mcfiximal　class　in　Ok，　and　the　ntmiber　of　maximal

classes　is　clarified　by［391．

　　Great　importance　attaches　to　the　use　of　multiple－valued　logics　for　the　fbrmal　analysis　of　elec－

tronic　circuitry　and　i1）switching　tlleory．　Here　the　pioneering　work　is　by　Claude　E．　Shannon　ill

1938．Unf（）rtullately，　ill　those　days，　it　was　very　hard　to　realize　in　llt，iple－valued　sigllal　as　the　stable

and　silnple　electronic　cilαUitS　by　utilization　devices，　and　therefbre，　it　was　diMcult　to　show　the

ability　of　multiple－valued　Iogic　circuits　more　than　two－valued　one，　However，　since　1970s　in　which

many　investigations　llave　been　started　fbr　electronic　circuits　based　on　semiconductor　technology，

it　h・・been　cl・・red　tl1・t　m・ltiple－・・1・・d　1・gi・i…ffe・ti・・f・・digit・1　i・恥rmati・n　p・・cessi1・9．　The

f・11・wi・9・are・・m・・f　re…ns　why　multiple－valued・ig・・l　p・・cessi・・g　i・i・tere・ted　i。，

（i）P・ssibility・fnew　l…dw・・e　implem・nt・ti・n・b・y・nd　the　limlt・ti・n・fdigital・IC・teclm・1・gy．

　　　Especially，　illterCOIIIIeCtiOll　problem　has　been　recogllized　to　be　a　basic　limitation　ill　presellt－

　　day　VLSI　system［42］，［12］．
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（ii）E・pect・ti・・f・mew　d・vice…it・ble　f・・ml・1七iple－v・1・ed・ign・l　p・・cessillg．　E・peci・11y，　a

　　　model　of　molecllla1・swiしcliing　devices　based　oll　el’）zyllle－st11）strate　reaction　is　recently　pro－

　　　posed　to　construct　a　llew　type　of　logic　lletwork［11．　Tlle　reactioli　of　enzyme－sllbstrate

　　　reaction　is　a　good　example　of　llew　devices　suitable　f（）r　InultiPle－vahled　signal　processi119，

In　investigations　of　mllltiple－valued　sign乏、l　processin9，　eacll　truth　vallle　nierely　represellts　a　symbol

・・rryi・g・n　s・mc　i・f・rln・ti・・，　dl・t　i・，1・・meanil19・tt・・he・t・ea・ll　trl1しh　value．　Theref・re，

adopted　operatiolls　ill　mlllti1）1e－valued　sigllal　processing　sllollld　be　functionally　complete　since

they　enable　lls　to　represent　ally　fullCtiOll．　The　above　illvestigatiolls　seem　to　be　related　witll　Post’s

concept．

　　Multiple－vahled　logics　alld　mathematics，　especially，　algebra　alld　topology，　are　closely　rclated

with　ea・h・七11er・V・・i・us　l・gici・ns　11・v・・ttenlpt・d　t…nst・uct・19・b・・i…t・P・1・gi・・I　ln・d，1、

of　multiple－vahle（l　logics．　The　relat，ionships　between　multiple－valued　logics　and　lattices　have　beel1

・七・di・d　by　A・R・・e，　wh・11・・been・m・・g　the　m・・t・・tive　c・11t・ib・tJ…t・the且・1d　ge1・erally，・・

has　G．　C．　MoisiL　Moreover，　il）mnltiple－valued　logic，　Post’s　m－vallled　logic　was　systematized　as

Posむalgebras　ill　the　lattice　tlleory　by　G．　Epstein　in　1960　a8　same　as　binary　logic　was　syste1：natized

as　Boolean　algebras　i1ユthe　lattice　theory．　Theref（）re，　multiple－vahled　logic　closely　connects　with

lattice　theory　wllenヒliey　are　regarded　a8　algebraic　systems，

　　By　the　way，　sillce　thc　concept　of　fUzzy　sets，　wllicll　is　a　mean80f　handlillg　fuzziness　as（luantity，

is　proposcd　by　L　A，　Zadell　i111965【52］，　illfini七e－valued　logic　ful’ICtiOlls　perlnit七ed　to　take　truth

values　O　alld　l　have　beell　illvestigated　again　ill　the　field　of　ellgilleerill9，　ill　the　llalTle　of　fllzzy

l・gi・血ncti・ns・Fuzzy　1・gi・負1・cti・ns・・e　ext・n・i・n・f　Kl・en・’・tern・・y　l・gi・［16］i・t・tlle　cl・・ed

illterval【0，1］］，however，　it　should　melltion　specially　tllat　sucll　killd　of　concept　arose　in　the丘eld　of

engineering　independently　of　the　field　oflogic．　By　the　way，　fuzzy　set　theory　is　recently　axiomatized

in　terms　of　intuitionistic　logic【43］，【44】．

　　Tlle　investigations　of　fuzzy　logic　fullctions　ill　the　field　of　engineering　are　as　follows；applications

・f血zzy　l・gi・functi・n・t・1・gi・・1・i・・uit・［19】，　the・t・di…f負1・d・me・t・l　p・・perties・f　theln，

especially　validity，　consistency　and　inconsistency　of　fuzzy　logic　fbrmlllas　and　priIne　iniplicant

・xpressi・ns・f　the1・・［17］，・e・・1・ti・・p・incipl・f・・fuzzy　1・gi・【18］，［32M40］，mi・i1・・i・・ti・n・f　fuzzy

l・gi・負lncti・ns［41］，［13】，【14］［261，［30］，・nece・sa・y・・d　s・缶・iel・t・・nditi・n　f・・fuzzy　l・gi・f・・…cti。ns

［27L　the・t・di・・ab・ut…lg・b・・i・・y・t・m・f　whi・h　the　set・f・fiizzy　1・gi・fi111Cti・・s　i・・typl、。l

example［29］，and　so　on．

　　Ternary負mctions　considering　ambiguity　have　been　proposed　all（1　studied　as　tlle　name　of

B（Binaritic）－ternary　logic　fullCtiOllS　by　M．　Mukaidono　ill　1972［24】，　alld　B－terllary　logic　fullc－

ti・n・・re　csse・ti・Ily・q・i・・1・・t　t・Kleene’・ter・ary　1・gi・・lt　i・kn・w・that　the・et・f　fuzzy　l・gi・

functi・ns・・d　th・t・f　B－tern・・y　l・gi・fullCti・1・s　f・rln　l・ttice・i・・ln・・phi・t・…1・・the・［251．　The

properties　of　B－terllary　logic　fitnct，iolls　cal）be　applicable　to　detectillg　and　correctillg　llazard　ill

conibinationaユcircuits［19］，　to　fail－safe　theory　wl｝ich　can　be　treated　by　a　special　subclass　of　B－

ternary　logic　fullctiolls　called　C－type　logic　fumctions［23］，　to　tlle　prilne　implicallt　expressions　of

Boolean　functions［22］（One　can　see　the　same　result　for　the　prime　implicant　expressions　of　Boolean

fu・cti・ns　i・［22］・nd【331）・It　i・i・teresti・g　th・t　C－typ・1・gi・蝕・cti・n・・re　eq・i。・1・nt　t。　B。chca，，、

ternary　lOgiC．

　　Ternary　logic　f　lnctions　beside8　B－ternary　logic　fullctions，　called　regular　ternary　logic　fullctiollS

［31］，・h・v・been・t・di・d　i・whi・h　the　thi・d　t・uth・・1・・1／2　i・i・terpret・d・…ind・七ermi。。t，，，t。t，，

whereas　1／20f　B－ternary　logic　functions　is　illterpreted　as　the　neutral　state　between　O　and　1．

　The　stlldies　of　this　paper　are　along　a　series　ofinvestigat，ions　beginming　from　fuzzy　logic　functions

i・the且・ld・f　e・gi・ee・il・g・The　p・p・・p・・P・・e・・nd　di・c・sses　s・・…different・ki・d・・f　m、lltiple－

valued　logic　functions，　especially　i111nathelnatical　aspects．
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　　Chapter　3　is　for　preliniinary　of　mathematical　concepts　concerning　with　the　paper．　Cllapter　4

describes　abollt　fuzzy　logic　ft111ctions，　B－terllary　logic　fullctiO1）s　and　regular　ternary　logic　functiolls

as　the　reslllts　obtained　until　now　whicll　direcむly　relate　with　the　investigations　of　the　paper，

Multiple－valucd　Kleenean　fllllctiolls　are　described　ill　Chal）ter　4，　They　are　de丘ned　as　functions

extellded　frOlll　regular　ternary　logic　fullCtiOlls　illto　m－valued（m≧4）．111　nユultiple－valued　Kleenean

functiolls・tlle　set　of　truth　vahues｛0，1／2，1｝of　regular　ternary　logic　fullctiolls　is　exl）anded　illt，o　the

set　of　m－trllt11－vallle｛0，1／（T7rt－1），．．．，（m－2）／（m－1），1｝．　The　nalne　of　the　fullct，iolls　originates

aKleelle　algcbra　of　wllich　the　set　of　them　takes　the　fbrm．　The　unary　operation～of　fUzzy　logic

f11）Cti・n・i・d・丘ned　ag～x－1－・・，・nd　in　c・・t・織Cl1・pt・・5・h・w・・nultiple－・・lued　l・gi・

functions　given　fi’OIIi　fuzzy　logic　fullCtiOIIS　by　replacillg　tlle　unary　operatiol1～witll　r　defhned　as

follows：

一・一
o1髭；8

The　fullctiOlls　discussed　ill　Cllapter　5　are　called　Sしone　logic　fimctions，　and　the　set　of　Stone

logic　fllnctiolls　forllls　all　algebraic　syste1ユl　called　a　Stone　algebra．　Fuzzy　logic　functions　with　the

uuary　opcration　r　are　discussed　irl　Chapter　6．　As　looking　at　all　algebraic　systcm，　the　flmctiolls　ill

Chapter　6　form　a　Kleene－Stolle　algebra，　alld　so　we　call　theln　Klecne－Stone　logic　fullctions．　Finally

il｝Chapter　7，　we　describe　fuzzy　logic　ftmctions　witll　the　ullary　operation　rαdefined　below．

7・X－

o
1

if　x〈α

if　x＞α

whereαis　an　element　of　tlle　open　set（0り1／2）．　U1浦ortunately，　tllere　has　becn　llo　discussion　about

an　algebraic　system　fbrming　the　set　of　functions．

　　Kleene　algebras，　Stolle　algebras　and　Kleene－Stone　algebrag　are　different　kinds　of　concepts　to

each　other，　and　their　axioms　will　appear　ill　each　chapter，　respect，ively．

　The　fbllowing　subjects　will　bc　described　in　each　Chapter　4～7．

（1）Apartial　order　relation　and　each　kinds　of　m111tiple－valued　logic負IIlctions　are　closely　con．

　　　11ected　to　each　other，　and　tlleir　fundarllental　properties　will　be　cleared　ill　terms　of　partial

　　　order　relations．　Note　tllat　there　are　two　different　killds　of　relations　in　each　Chapter　4～7，

　　　one　of　them　is　fbr　operating　among　truth　values（tllat　is，　the　lillear　order）alld　tlle　other

　　　one　is　for　describing　properties　of　the　functions．

（2）Eacll　kind　of　functions　is　defilled　as　a　function　F：［0，1p→［0，1］represellted　by　a　logic

　　　forlmlla・An　algoritllm　deriviug　a　special　kind　of　disjunct，ive　form，　called　canonical　disjunc－

　　　tive　form，　is　presented，　and　tlle　disjmlctive　fbr111　enables　us　to　uniquely　determine　a　give

　　　function．

（3）Anecessary　and　suf丑cient　condition　fbr　eacll　killd　of　fi111ctiOl）S　will　be　shown　ill　term　of

　　　apartial　order　relat，ion．　A　llecessary　and　sufficiell七condition　is　initially　obtained　ill　the

　　　form　of　some　conditions，　alld　therefbre，　we　describe　the　relatiollship　amollg　the　conditions．

　　　However，　this　discussion　is　not　applied　to　Chapter　4．

（4）An　algorithm　that　derives　a　minimal　form　fbr　a　given　fullctiOll　is　discussed．

　　　of　millimal　fbrm　is　motivated　by　Boolean　functiolls［35］，［361，［151，［201．

　　　argllmellt　ls　llot　applied　to　Chapter　7．

The　definition

However，　this

（5）The　number　of　n－variable　functions　is　discussed，　except　for　Chapter　7．　The　number　of

　　　Kleenean　functions　described　in　Chapter　4　has　been　discussed　ill［9］and［10］．
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　In［52］，LA．　Zadeh　originally　adopted　min　and　max　as　intersect，ion　and　ullioll　of　fuzzy　sets，　and

in　a　series　of　investigations丘）r　fuzzy　setもheory，　variolls　pair80f　operatiolls　llave　been　proposed　as

what　tlley　corrcspoll（1　to　illtersectioll　and　llnioll　offuzzy　sets．　The｛bllowing　list　sllows　solne　ofsllch

pairs　of　operations，　TL・iangular　norlns（t。110rms　for　short）and　triangular　conorms（t－conorms）

Table　1．4：Some　Examples　of　T－Norms　and　T－Collorms

t－110rmS t－conornlS

（1）　　　　　　（logical　prodllct）

@　　　　　　①〈L〃＝min（の，〃）

（1，）　　　　　　（logical　Sun｝）

@　　　　のV耀＝max＠，シ）
（2）　　　　（Haユnacher　product）

@　　　　　　　　　　　　　　　　¢〃　　　　　　ω〈1ノ〃＝

@　　　　　　　　　　　　　∬十7一伽

（2’）　（Hamacher　sum）
@　　　　　　　　　　　置十レー2zツ　　　　のV∬∫〃ニ　　　　　　　　　　　　　　1一鋼

（3）　　　　　（algebraic　prodllct）

@　　　　　　　　コ慶くA〃＝記〃

（3’）　　（algebraiC　Sum）

@　　　　∬V測二コじ＋〃一ω〃
（4）　　　　（Einstein　product）　　　　　　　　　　　　　　　　　∬〃　　　　ω〈E〃＝　　　　　　　　　　　1＋1－z）（1－？

（4，）　　　　（Einsteill　sum）　　　　　　　　　　　　　　の十〃　　　　　　∬VE〃＝

@　　　　　　　　　　　　　1十¢〃

（5）　　　　　（bounded　product）

@　　　欝く卿＝max（O，x十IJ－1）

（5’）　　　　（boUllded　8un1）

@　　　ω〉副＝min（1，x十？J）

were　introduced　by　Menge，　and　studied　ex七ensively　by　Scllweizer　and　Sklar　ill　the　context　of

statistical　mctric　spaces．　There　has　recelltly　been　consensus　to　admit　tlle　concept　of　t－norms

and　t－collorms　to　represent　pointwise　fUzzy　set－theoretical　illterscc七io11　and　ullio11，　respectively．

The　fbllowing　are　defilli七iolls　of　t－110rms　and　t－conorms．　The　pairs　of　operations　listcd　above

exactly　satis£y　the　definitions　of　t－110rms　alld　t－conorms．　Of　course，　tllere　are　many　t－110rms　and

t．conorms　other　thall　the　above　operations，　however，　we　follow　tllis　kind　discussions　witll　the

papers［451，【21】．

Defint’ion　q／7｝riαngu～αrノ＞orms

Afunctiollオ：【0，1】x［0，1］→【0，1】is　called　t－norm　if　alld　only　if　for　any　a，　b，　c∈［O，11：

（tl）　オ（0，0）＝0，老（α，1）＝t（1，α）＝α（boundary　conditioI1）

（t2）t（α，わ）≦t（c，のwhelleverα≦cand　b≦d（mollotonicity）

（t3）t（a，　b）＝t（b，α）（commutativity）

（t4）　オ（αラ君（δ，C））＝諺（オ（α，δ），c）（aSSOCiativity）

Definition（ゾ7短απ9U’αr　C・norms

Afunction　3：［0，1］×［0，1レ→［0，1］is　called　t－conorm　if　and　only　if　fbr　anyα，b，　c∈［0，1］：

（Sl）8（1，1）＝1，・（0，α）＝s（a，0）＝α

（s2）s（a，b）≦s（c，　d）　whenever　a≦c・and・b≦d

（83）3（α，b）＝s（b，α）

（84）8（α，S（b，C））＝8（S（a，b），C）
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　　Now，　as　nientbioned　bef（）re，　niultiple－valued　logics　and　algel）raic　systems，　especially　lattice　theory

are　closely　related　witll　cach　other．　It　is　easy　to　verify　tllat　tllere　is　not，1’iing　to　forln　a　latt五ce

but　a　pair　ofηL乞γL　and　ma．T　amollg　any　pair　of　operations　satisfying　the　definitions　of　t－1101’nls

alld　t－collorms【45］．111　tllis　paper，　from　the　s七andpoint　of　respectillg　sll（：h　elegant　relationships

between　multiple－valued　logics　alld　lattice　tlleory，　min　and　max　will　be　a疋iopted　as　operatiolls

correspolxling　to　AND　and　OR，　respectively，　throughollt　a　series　of　proposed　mllltiple－vahled

Iogic　fUnctions．

　　Note　tha，t　all　concepts　alld　symbols　defilled　in　Chapter　2　are　available　througtout　tlle　paper，　and

ally　concepts　cllld　symbols　defilled　in　the　relnailling　chapter，　that　is，　from　Chapter　3　to　Chapter

7are　available　only　in　itself．
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Chapter　2

Preliminaries　for　Mathematical
Concepts

The　chapter　is　for　preliminary　of　some　of　mathematical　concepts　concenning　with　the　paper．

Especially，　the　fbllowillg　concepts　are　delloted　collcisely：sets，　relations（especially，　equivalence

relations　and　partial　order　relations）and　lattices．

2．1　Sets

Acollection　of　objects　is　called　a　set．　A　member　of　this　collection　is　also　called　an　element（or　a

member）of　the　set．111stead　of　saying　that　2’is　an　eleinent，　of　a　set、4，　we　shall　also　write　x∈A．

　If、4　and　B　are　sets，　and　if　every　element　of　B　is　an　elemellt　of、4，　then　we　say　tllatヱ3　is　a

subset　of／1・Observe　tllat　our　definition　of　a　subset　does　Ilot　exclude　the　possibility　that　A＝」B．

If　B　is　a　subset　of．4，　but、B≠ノ1，　tllen　we　shall　say　that　B　is　a　proper　subset　of　A．　To　denote

that　the　fact　that　B　is　a　subset　of．4，　we　write　B⊆Aor　4⊃B．

　If　a　set　ha£no　element，　it　is　called　the　emptgy　8eちa，nd　denoted　byの．　Note　thatの⊆．4　fbr

every　set／1．

　The　set　theoretic　operations　U，∩，一（they　are　called　union，　intersection　and　4ガεγεπcε，　respec－

tively）have　their　usual　meanillg．　If　a　set　A　is　fixed，　then　for　subsets　B　of、4　tlle　complement　B’

of　4is　defined　by　B一ノL　By　definition　B　U（A－B）＝ノ1　and　B∩（A－B）＝の．　Note　that　B⊆ノ1

1s　equivalellt　to　B＝BU、4，　which，　ill　turn，　is　equivalent　to　AニB∩ノ4．　If．4∩B＝の，　we　say

that　A　and　B　are　disl’oint．

　If　a　set．4　has価ite　elements，　then　we　shall　say　it　as　a　finite　set，　while　it　has　illfillite　elenienむs，

then　it　is　called　all　infinite　set．　Espccially，　tlle　number　of　a丘11ite　set〆1　is　denoted　byレli．

　If／1　is　a　set，　thenア）（み）（called　a　poωer　set　of　A）denotes　the　set　of　all　subsets　of／1．

　Apartitionπof／1　is　a　subset　of　1）（A）not　colltaillillgの，satisfying　the　following　property：every

α∈Ais　all　element　of　exactly　one　B∈π．　The　members　ofπaユ・e　called　blocL’s　of　the　partition

π．We　use　Part（A）for　t，he　set　of　all　partition　of　A．　Ifπo　andπ1　are　partition　of　A，　we　will　write

πo≦π1，if　for　every　block　B　ofπo，　there　exists　a　block　O　ofπ1，with　13⊆0．　III　this　caseπo　is　a

7「e」fineMent　ofπ1．

　Ifノ隻and　B　are　sets，　the　Cartesian　product　or　direct　pro〔施c孟ノ1×Bof〆1　and」B　is　defined　as　the　set

・f・ll・・d・・ed　p・irs（・，b），　withα∈A・・d　b∈B・11・symbdl・，　A・B－｛（・，b）1・∈A・・dわ∈B｝，

where　l　reads，，　for　those　which　satisfy”．　In　genera1，　if．41，．42，．．．，Aηare　sets，　then

ム×A2×…×A・一｛（・1，α2，…，α。）1・1∈A1，α2∈A2，＿，an∈A。｝．
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Here，（α1，＿，αn）is　called　all　n－tttple．　If／11＝A2＝．，，＝An＝。4，　then　we　set

響畑脂

2．2 Relations

For　a　positive　integer　n　alld　for　a　seし4，　wc　define　allルを、ry　relatiolユron　4as　a　subset　of　AT↓，　If

ris　a　relatioll　on・4　and・4⊆B，　then　we　can　collsider　r　as　a　relation　on　B，　sincc　r⊆An⊆Bn。

　We　shall　be　particularly　interested　in　binary　relations．　For　a　l）inary　relation　r，（α，う）∈rwill

also　be　denoted　byα？・b．　If（α，b）≠7・，　then　we　write　it　byα乃．　If　r　is　a　binary　relation　on、4，　then

the　inverseγ・－10f　r　is　defined　by　tlle　rule；ar－lbif　and　only　if　brα．

2．2．1　Equivalence　Relations

Abinary　rela七ionεon　A　is　defined　to　be　all　eguivαlence　TεZα擁oηif　the　fbllowing　three　conditions

hold　for　all　a，　b，c∈A，

（el）aεa（ε　is　refle．rive），

（e2）　aεb　ilnplics　bεa（εis　symmetric），

（ε3）αεうandわεc　ilnplyαεc（εis　transitive）．

　The　set　of　all　equivalence　relations　on、4　will　be　denoted　by　E（A）．　Forεo，ε1∈E（A）we　agree

to　writeεo≦εl　fbrεo⊆ε1，

We　shall　now　state　a　theorem　which　relates　partitions　and　equivalence　rela七ions．

The・rem　1ωLet　T　be　a　Pαrtiti・n（’f　tんe　set　A　and　define　a　binarZt　relati・n　s。・崩bZt　aε。わ

　　　　if　and・吻ザαand・bαTe煽んe　Sαme　bl・Cん・f　the　Pαrtiti・ππ．　Tんeπε。　is　an　eguivαlence

　　　　relation　on、4．

（2？1ンetεbeαn　equivαlence　relation　on〆L　Forα∈ノ1　set

ノla＝｛δ1δ∈ノ1αnd　aεb｝．

　　　Letπεbe　the　set　oノα”B⊆・4　which　are　O／the／brm　Aa．　Then，7rεisαPα7で漉0πoノ．4．

r3ノ写π0≦π1，then・e。。≦ε。1。Jf　EO≦ε1，　then・T，。≦πε1，

ωπ一π（，．）・嘘＝ε（．，）・

　If　7・is　an　n－ary　relation　oll、4　and　B⊆A，　then　rIB＝r∩Bn　is　an　n－ary　relation　oll　B．　The

relation　rlB　is　called　the　restrz’ction　of　r　to．8．

　　Note　tllat　a　restriction　of　an　equiv組ence　relation　is　always　all　equivalence　relation．

　　Letεbe　an　equivalence　relation　on、4　and　letπεbe　tlle　correspondlllg　partition（see　Theorem

1．1）．For∬⊆ノ1　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［H］ε＝｛α1α∈ノiandんεαfor　solne　1己∈H｝．

This　set　is　called　the　closure　of　H　under　E．　If∬＝｛x｝，we　will　write回εfbr［｛x｝］ε．　By　Theorem

1・1，for　every　2－∈∠4，［2’］ε∈πε，　the　block［ω］εis　called　tlle　equivalence　clαss　colltaining　x．　Thus

［珂εis　the　unioll　of　all　blocks　ofπεwhicll　contain　at　least　one　element　of　H，　The　8et　collst，rllctillg
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all　equivalence　classeg，　is　called　tlle　quotient　set　of　A　underε，　arld　it　is　usually　delloted　by　A／ε，

tlla、t　is，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A／ε＝個，

Of　course，πεand　A／εarc　identical．

a，∈A｝．

Example　l　Let　Q　be　tんεset　of　all　rational　nu励ers．　Then，　the　relat・ion≡た，　defined　on　Q　inごんε

ノb〃Oωing　mαnner，　is　an　equivαlence　relαtion，

五et　k∈Qand　m，　n∈Q，　then・m≡k　n　of　and・吻の・ん＝m－n　for　s・me・x∈Q，

Indeed，妙吻m∈Q，・rt－nニo・κ・Tんis　m・α・・≡k・　i・　refl・珈ε．・n－・・＝d・kimpli・・

n－m二（一の・ん，・・撒ぎ・m・αη3≡k・　is　s〃mmetri・・Tん・孟…n・itiv吻・ノ≡k　’iS　Sん・wn　as　f・〃・ω・可

z－m＝d・k　and　m－nニ（1’・ん，　tんen　l－n＝（卜m）＋（m－n）＝（d＋の・k．

陥・・ん一2・ωe・btain　ti…q・ival…ec’α5・e5［0】2ニ｛2n　l　n∈Q｝・nd［1］2＝｛2n＋11η∈Q｝，

2．2．2　Partia10rder　Relations

Abinary　relation≦p　defined　of　a　set　A　is　said　to　be　a　partial　order　oll　A　if　the　following　three

conditions　hold　fbr　every　elementsα，b，c∈A．

（01）α≦Pα（≦pis　refle．Tive）

（02）　α≦Pδandδ≦Pαilnplyα＝＝わ（≦p　isαπオis3〆mmetric）

（03）　α≦Pband　b≦pciinply　a≦p　c（≦p　is　transitive）

　　An　ordered　set　is　a　pair＜A，≦p＞where．4　is　a　non－empty　set　and≦p　is　a　partial　order　on　A．

We　often　deno七e　the　ordered　set＜A，≦p＞as　A，　if　it　is　clear　t，hat　the　set　A　has　t，he　pai’t，ial　order

relation≦P．

　　Clearly，　if≦p　is　a　partial　order　on　A　and　Ao⊆A，　the11≦p　lAo（i．e．　the　relation≦p　restricted

to／lo）is　a　partial　order　on／lo．

　　An　element　a　of　an　ordered　set＜・4，≦P＞is　said　to　be　mα調mα～（πL翻7几α～）if　there　is　llo　element

bin　A　sllch　thatα≦p　b（ゐ≦pα）andα≠b，　An　ordered　set　can　have　several　maximal　or　inininial

elements。

　　An　elemen七αof　an　ordered　set＜A，≦p＞is　said　to　be　mα碗m7侃（minimum）if　for　every　x∈A，

x≦pα（α≦px）．　It　fbllows　f1・om　this　definition　and（03）tllat　all　ordered　set　call　llave　at　1110st

one　maximllm　elemellt　alld　at　most　one　minimum　elemellt．　Tlle　maximum（minilnum）element
of　an　ordered　se七，　if　it　exists，　will　be　denoted　by　1（by　O）．

　　An　element　a　of　an　ordered　set＜．4，≦p＞is　said　to　beαn　ul）per（α　loωer）bound　of　a　non－empty

sllbset　Ao　of　A　if　b≦pα（α≦p　b）for　every　b∈、40．　If　tlle　seむof　all　upper（lower）bounds　of

Ao　contains　a　millilnum（maximllm）elenient，　then　this　elemellt　is　said　to　be　the　supreη・luM　of

Ao（the　infimum　of／10）and　is　denotcd　by　sup、Ao（inf、Ao）．　It　fbllows　fi’01n　this　de丘llitioll　tllat

sup、Ao＝a（inf．Ao＝α）if　alld　only　if　the　following　conditions　are　satisfied

（1）b≦Pα（α≦pb）for　everyわ∈Ao，

（2）ifc∈ノ1alldb≦pc（c≦pb）f（）reverb∈ノ10，thenα≦pc（c≦pα）．

Apartial　order≦p　on　a　set　A　is　called　a　lineαr　order　if　tlle　following　condition　is　satisfied

（04）ω≦P！ノor　lJ≦P　x　for　everyコ㍉y∈A．
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　　A丘11ite　ordered　seむ〈ノ1，≦p＞can　be　represented　by　a　diagraln　called、Elasse　diagrαm．　By

“：vcovers？y”ill　an　ordered　set＜A，≦p＞it　ilnplies　that　T，≦p　IV　bllt　that　for　1「10　t，∈ノ1　we　ca11

11ave　z’≦P舌andオ≦P　IJ・Eacll　elenient　of　A　is　represented　by　a　slllall　circle，　placillg　tlle　circle

representing　x　higher　thall　tlle　one　represelltillg　IJ　whenever　x≦p・Jt．AIille　segmellt　will　be　drawll

fi℃m　x　to　y　when　x　covers　？」．

Exampl・2五・齪be・・et　・f　P・・伽・・翻・1・numb・…0・幅4・・〃・・…」・ti・・し肋…mlnザ

・η伽des・・ゴ傭c」・・悦ん・彬・岬翻・・繭…5伽・．　T・禰如ん・α・’吻・n…吻…臓ごんαt
・’・1n・nd吻・1π齢cα・εωε5ん・〃ん・岬，9∈｛0，1，＿，n，＿｝・u・んオんαt　m＝pn・nd・nニ（lm．

3伽…η，n≠Ow・ん・ve　Pσ　・1・翻・んgi？ノe3　P一σ一1・Ti・ε吻・・，　m一照・4傭P…ves・tんα‘l

l5鰯eθdαPα剛αJoγ4εr．

写M＝｛1，2，…，12｝，th・π伽伽・e　4⑳・㎜ψん・・rd…d・・k砿1＞i…pr・・磁伽
Figure　2．1，

4

2

8 12 10 9

1

Figure　2．1：Hasse　Diagram　of〈M，1＞

2．3 Mappings　and　Operations

Given　two　sets　A　and　B　and　a　binary　relation　g　on　A×B，we　cal1ψamapping（or　a　function）of

／1into　B　if（a，b）∈ψonly　ifα∈ノ1　andδ∈B，　and　for　every　a∈ノ1，　tllere　exits　exactly　one　b∈B

sat，isfying（α，b）∈ψ．　This　element　b　is　called　the　timage　of　the　elementαunder　tlle　mapping

ψandαis　ca11ed　all　inverse－image　of　b　unde1・ψ．　For　a　mappingψwe　illtroduce　the　notatiolls

如（α）＝b，and　we　write　lρ：．4→Bto　indicate　thatψi8　a　mapping　of．4　illto　B．．4　is　called　tlle

domain　of　g，　ill　llotatioll　D＠）＝．4．　If　the　inverse　relatioll　is　a工so　a　1：napping，　we　will　denote　it

byψ一1．　We　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　q（A）＝｛b∈Bltllere　exiStS　anα∈A　with　q（・）ニb｝

and　we　call　lp（A）the　imαge　of．4　ullder甲．

　It　is　easily　seen　that　if　q　is　a　mapPing　of・A　into　B　and（フ⊆・4，　then　q∩（O　x　B）is　a　mapping

of　O　into　B，　deno七ed　by￥）10，　and　called　the　re3孟丁20海oηofψto　O．

　Tlle　mapping　g：．4→13　is　called　onto　if　yp（A）＝、B，　while　it　called侃8－to－one　if　every　elemellt

of　B　has　at　lnost　one　inverse－ilnage，　that　is，　if卯（αo）＝1ρ（α1）（αo，α1∈ノ1）ilnpliesαo＝α1．

　　Let／1　be　a　set　and　n　a　nonnative　integer．　An箆一ary　opera七ion　oll　t，he　set／1　is　a　ma、ppillg∫

of．An　illto、4．　Thus　all　n－ary　operation　assigns　to　every　n－tuple（α1，．．．1an）of　elemellts　of／4n　a

unique　elemellt　of．4，　which　will　be　denoted　by　f（α1，．．。，a71）．
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An　n－ary　operation　f　oll・4　can　also　be　described　by　an（71十1）－ary　relatioll　r　defined　by

（al，，一、，αnla）∈rifandonlyif　f（α1，．．．，aT、）＝a

We　observe　that　a　O－ary（nullary）operation　is　a　mapping／：｛の｝→A，　which　is　deterrnined

by　tlle　sillgle　inlage　e1（）mellt　ofの，　f（の）∈A．

　Anαlgebrαis　a　pair〈A，F＞，　where　A　is　a　non－empty　set　and　F　is　a　family　of　fin・itel？J

operations　on　A・When　F　is丘11ite，　F＝｛fo，…，fn＿1｝，　we　denote　the　algebra＜A，F＞by
〈A，　fo，．。．，f，i＿1＞．

2．4 Lattices

An　algebra＜L，　V＞with　one　binary　operation　is　said　to　be　a　sem’ilαttice　if　the　following　equations

aLre　satis丘ed　fbr　allα，　b，　c∈L．

（Sl）（Commutative）a＞b＝bVa，

（s2）（Associative）aV（bVc）＝（a＞b）＞c，

（83）（ldempotent）　a＞α＝α．

　Apartial　order　call　be　attached　to　any　semilattice＜五，V＞by　de丘ning　x≦v　IJ　if　alld　only　if

xV　？」ニ？J．　It　is　eagy　to　verify　that≦＞is　reHexive，　antisymmetric　and　trallsitive．

　Moreover，　under　this　partial　order　any　set　of　two　elemellts　of五and，　in　genera1，　any　fillite

subset　of五will　have　a　least　upper　bound．　Indeed，　it　is　clear　that　x≦v．T　V？J　and　IJ≦＞x＞IJ

since　x’〉（x＞y）＝IY＞＠〉？J）＝x＞？J．011　the　other　hand，　if　x≦v　z　and？y≦＞zwe　shall　llave

xVz＝IJ＞z＝zalld　tllis　gives　that（x　V　y）＞z・＝z，　as　it　can　be　ea8ily　verified．　This，　ill　turl1，

gives　x＞IJ≦v　z　showing　that　x＞？J　is　sup｛x，？J｝．

　An　algebra〈L，V，〈＞with　two　binary　operations　is　said　to　be　a　lattice　provided　the　fbllowing

equations　are　sa七is丘ed　fbr　al1α，b，　c∈五．

（ti）（Commutative）a＞b＝bVα，　a〈b＝b〈α，

（12）（Associative）αV（b　V　c）＝（a　V　b）＞c，　a〈（b〈c）ニ（α〈b）〈c，

（13）（ldempotent）αVαニα，　a〈α＝a，

（14）（Absorption）（a〈b）Vb＝b，　a〈（αVb）＝α．

　Alattice　can　be　regarded　as　consisting　fi・om　two　scmilattice　operatiolls　lillked　together　by　tlle

absorption　laws　and　each　such　operation　is　defining　a　partial　order．　Namely，　we　have　x≦v？J　if

2’〉？」ニ？Jandω≦〈IJ　if　x〈IJ＝y．　Using　the　absorptioll　laws，　if　2’≦＞Yl，that　is，　if　x　V　IJ＝IY　thell

x〈y＝x〈（2’＞y）＝xand　tllis　shows　that　IJ≦〈x．　Similarly，　one　can　prove　that　x≦〈yilnplies

y≦＞x．This　shows　that≦v　and≦〈are　dual　partial　orders　and　therefore　we　wi11　choose≦v　to

represent　the　partial　order　induce（l　by　the　lattice　structure，

We　quote　without　proof　the　following　theorem．

Theorem　2　ijく五，V，〈＞is　a　lattice，　then　f（）「　all　a’b∈L

ωα〉δ＝b　if　and・吻ザα〈δニα．

The・relαti・n≦V・n　L，4吻e面3∫・ll・WS
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ピ2ノ　α≦vわ　iノαnd　onl2ノ年／oγ乙e　o／tんε　eq？lat‘ions　ピ1ノ　んol（ts，

is　a　Pαrtial・rder・n　L，　Cα〃ed　the　latt．ice・rder・扁．　M・re・ver，

（3？　aVbニsup｛a，～♪｝，α〈b＝illf｛a，b｝，

ωん・・eSl1P｛・，　b｝・nd　i・f｛・・b｝…，r・sp・c伽・1・」，〃・・s・premum・ノ｛・，δ｝・繭ん・i・fim・m・ノ｛・，δ｝

伽tんeordered　set　〈L，≦v＞．

Alattice〈五，V，〈＞is　said　to　be　distriblltive　if　fbr　allα，う，　c∈1｝the　fo110wing　equations　hold

（d）α〈（δVc）＝（α〈δ）〉（α〈c），

　　　αV（b〈c）＝（aVb）〈（αVc）．

　If　one　of　the　distributive　laws（のis　satisfied　fbr　allα，δ，　c∈五，　then　the　relllailling　law　is　also

satisfied．　Illdeed，　if　we　haveα〈（b　V　o）＝（α〈b）〉（α〈c），then　we　also　have

（α＞b）〈（αVc）＝ （（α＞b）〈α）V（（αVb）〈c）

a＞（c〈（a＞b））

αV（（c〈a）V（c〈b））

（αv（c〈α））〉（わ〈c）

α〉（δ〈c）．

It　also　can　be　provedα〈（わVc）＝（α〈b）〉（α〈c）fromα〉（わ〈c）＝（α＞b）〈（α＞c）．

　Tlle　notion　of　complement　can　be　considered　ill　any　lattice　having　a　millimum　and　a　maximum

element　O　and　1，　respectively．　If‘＝〈L，〉，〈，0，1＞is　such　a　lattice　then　the　col1ユplement　of

2’∈五is　the　element万such　that　x＞房＝1and　x〈hi＝0．

　In　genera1，　all　elelnent　of　a　lattice　may　ha、ve　lnore　thall　one　complenユent　or　no　colnplement　at

a11．　The　lattice〈L，〉，へO，1＞is　said　to　be　complemented　if　all　its　elements　have　a　complement．

　For　example，　consider　the　lattices　givell　in　Figure　2．2．　The　element　c　of　Ms　has　bothαandわ

as　its　complements．　The　saIne　holds　c　in　the　lattice　2＞5．　However，　in　the　lattice　of　Figure　2．3　the

elementsα，6and　c　have　no　complement，

b

α

1

0

c　　a

1

0

c

ハ45

Figure　2．2：Examples　of　Non－Distribu七ive　Lattices

　In　a　distributive　lattice，　if　c〈x＝c〈2J　and　c　V　x＝c＞IJ　thell　x＝＝IJ　since　we　have　2’＝

・A（・V・）－x〈（・〉〃）＝（・〈・）〉（・〈〃）＝（・〈〃）〉（x〈〃）一（cV・a，）〈IJ－（・〉〃）〈IY－？」．　As
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1

a b

0

Figure　2．3：Non－Complemented　Lattice

aconsequence，　if　an　element　of　a　distributive　la七tice　hag　a　compleInent　then　this　complement　is

Umque・
　Boolean　algebras　play　important　rolc　for　switching　theory．　A　Boolean　algebra　is　all　algebra

witll　Z3＝〈B，〉，へh，O，1＞two　binary　operations　V，〈，　one　unary　operation　h　and　two　nullary

operations　O，1such　that　the　following　conditions　are　satis丘es．

（bl）　〈B，〉，〈＞is　a　distributive　lattice．

（b2）　0＞x＝xandx〈1ニxfbrallx∈B．

（b3）　x＞h（ω）＝　1　and　x〈ん（x）・＝Ofor　allω∈B．

　The　valued　of　h（x）will　be　usually　denoted　by万．　Of　course，　ill　a　Boolean　algebra，　every　x　has

acomplemellt，　that　is，　a　Boolean　algebra　is　a　complemellted　lattice．

Example　300nsider舌んε吻ebra＜P（S），U，∩，’，θ，5＞defined　on　tんe　set　S，　where　T’＝S－T

for　T∈P（S）．　The　properties　OLf　set　ope7「at’ions　3ん0ωthat＜P（S）うU，∩＞isαd’isto”ibutive　lαttice．

ノ11so，OUT＝：Z「αndT∩8ニT／bγ・α〃T∈1）（S）．　Finα〃3ノ，wehαveTUT’＝SandT∩T’ニ0．
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Chapter　3

Previous　Works

As　the　previous　works　directly　relatillg　with　our　studies，　the　chapter　describes　some　properbies　of

B－ternary　logic　functiolls，　regular　terllary　logic　functions　and　fuzzy　logic　functions．　The　results

described　here　are　inainly　obtained　by　the　paper8【24］，［31］，［25］，［251　alld［27｝except　fbr　the　dis－

cussiOl1S　of‘‘Necessary　alld　Suf丑ciellt　Conditio1ユ（Part　I）”ill　Section　3．3．2．　All　proofs　of　theorel1ユs，

1enmlas　alld　corollaries　are　omitted　except　for　Tlleorcm　21　and　Lemma　14．

3．1　B－Ternary　Logic　Functions

3．1．1　Definition　of　B－Ternary　Logic　Functions　and　Partial　Order　Relation＞一

Let　V3　be　a　set　of　truth　values　such　as「V3＝｛0，1／2，1｝．　Then，　all　n－variable　ternary　fi111CtiOI）

is　a　mapping　ffom　V3n　to　V3．　Here，　the　logic　operations　AND（・），　OR（V）and　NOT（～）of　binary

logic　can　be　expanded　into　the　set　V3n　as　follows．

Table　3．1：0perations　AND（・），　OR（〉）and　NOT（～）

δ
　
α

　　　α・δ

O1／2　1
　　αVδ

O　1／21
～α

　0

P／2

@1

0　　0　　0

O1／21／2
O1／2　1

0　1／21
P／21／21
P　　1　　1

　1

P／2

@0

　An　n．vαriαble、B－ternαrzt　logicアunct・ion　is　defined　to　be　a　mapping　frolll曜toレ急，　which　is

represented　by　a　B－ternary　logic　fbrmula　defined　below，

Definition　1．4．B－ternαr？」　logic／brmula　on　vα「’iables　xi，…）x几is　defined　inductivelyα3力”oωs’

rη0・襯α傭0，1　and・vαi・励」ε鋤，＿，Xnαr・B－ternarZt　1・92c加舩α3．

（2ノ　ij　G・nd・H・re・B－t・rn・r3t・1・gi・∫b・・n・tl・・，・tんε・（G・H），（G＞H）・nd（～σ）…als・B－t・m・ry

　　　lo9乞c加観駕～as。

r5リ　Tんe　onl3／B－te？veaγrJ　logic　formulas　αre　given　b3J　r1／　and　（2ノ．
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Definit量on　2．4n　n．”αr乞αδ」εtεrna？ス1　f？Lnction　represente4　b？」αB．ternαry　loφc　fo7，mulαis　ca〃e〔1

α胆一variable　B－ternαrSt　logic　function．

　　Ilereafter，　we　will　ident，ify　all　n－variable　B－ternary　logi（，　ful1Ct；iOll　witll　the　B－tennary　logic

forinula　which　represenしs　it　and　call　an　n－variable　B－terllary　logic　fllnctioll　a　B－terllary　logic

fullCtiOll，　if　it　no　cOIIfilsiOll　a1・ises．　Tlle　notation・Inay　be　often　omitted。

　The　following　eql1をttions　are　properヒies　holding　in　B－terllary　logic　fllnctiolls，　and　almost　of　tllem

are　equivalent　to　tllat　of　Boolean　filnct，ions　except　fbr　10。　In　the　following，～is　strongcr　dlan・，

and・is　stronger　than　V　for　omittiilg　parentheses．

1．a・b＝＝b・a，　a＞b＝bVa（the　commutative　laws）

2 a・α＝a，α〉αニα（the　idempot・ent　laws）

3．a・（b・c）＝（a・b）・c，α〉（b＞c）＝（α＞b）Vc（the　associative　laws）

4 aVa・b＝a，　a・（a＞b）＝a（tlle　absorptioll　laws）

5．α・（b＞c）＝α・bVa・c，αVb・c＝（α＞b）・（α＞c）（七he　distributive　laws）

6 ～（a・b）＝～aV　r－　b，～（a＞b）＝～α・～b（De　Morgan，s　laws）

7．～（～a）＝a（the　double　negation　law）

8．0・α　＝＝　O，　OVa＝a（tllc　least　element）

9．1・α＝α，1＞αニ1　（the　greatest　element）

10・α・～α・（b＞～b）ニα・～α，α・～α＞b＞～bニb＞～b（Kleene’s　laws）

　The　above　10　equations　are　available　to　regula，r　ternary　logic　fi111ctiorls　and　fuzzy　logic　functions，

and　it　is　said　that　an　algebraic　system＜κ；・，V，～，0，1＞，　whereκis　a　set　and・，＞are　two－ary

operations，～is　a　unary　operation　and　O，1are　null－ary　operations　ollκ，　having　the　above　10

equations　as　its　axioms　is　called　a　Kleene　algebra（or　a　fuzzy　algebra）［2］，［29］．　Therefore，　the　set

of　B－ternary　logic　ful）ctiOIls，　regular　terllary　logic　fullCtiOlls　and　fuzzy　logic　fullctiolls　each　forms

differerlt　kinds　of　models　of　Kleelle　algebras．

　Nex七，　let　lls　defiIle　a　partial　order　relation｝in　the　set　V3　follows．

Definition　3

1／2＞－O，　　1／2＞p1，　　i＞－i，

ωhere　i∈「V3　（1＞ote　that〈ωeα～30　denoteごんe　relαt’ion　F　α5一く，　that　is，α〉－1）is　sometimes　denoted

as・bKaノ。

　Figure　3，1　shows　a　Ha£se　diagram　ofむhis　partial　order　relatiol1＞一．　The　relation＞－can　be

expanded　among瑠as　fbllows．　Letα＝（a1　，　…　　　　　，　an）and　bニ（bl，．円b，，）be　elements　of　V，nり

thenα｝bif　alld　only　ifαi＞－bi　for　any　i（i＝1，．．．，n）．　Here，αand　b　are　said　to　be　colnparable

to　each　other　ifα〉－bor　b卜αllolds，　otherwise　llot　colnparable．

　In　the　relation　｝，1／2　can　be　illterpreted・fts　a　t，1’11th　vallles　expressing　an　alnbiguous　state

whetller　true（1）or　f乳lse（0）．　It　is　sure　to　exi8t　tlle　least　lpper　bound（supremum）of　any　eleincnt

αandゐof　V3．　Ifαand占are　comparable　to　each　other，　therl　there　is　tlle　greatest　lower　boulld

（illfilnlllll）ofαalxi　b，　otherwise　there　is　llot．　We　will　write　t，he　in丘mum　of　a　（v｝d　b　asα△b，　and
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1／2

0 1

Figure　3．1：Partia10rder　Relationト

if　the　ill丘muln　ofαandわdoes　1）ot　exist，　then　we　will　write　it　asα△bニの，　This　call　be　expanded

amollg　V3”as　follows．　For　two　elements　a＝（al，．．．，αη）and　b＝（占1，．．．，bn）of▽kn，we　will　de伽e

α△bas（α1△わ1，＿，an△bn），　alld　ifαf△bi＝のf（）r　some乞（i＝1，．．．ln），　then　we　will　de6ne　it　as

α△b＝の，

The・rem　1　Let　I」’　be　a　B－ternαr3t　1・9¢c加c伽παπ4α，　b　e1εmε傭（ガ曜，

∫・〃・ω吻，where　V2　den・オeぬε3ε孟｛0，1｝．

　ビηα∈「レ『implies　F（α）∈v2，

Tんen，　F　sαtisfies　the

r2ノα〉－b吻，1・ies　F（α）〉一　F（b）．

　It　is　shown　from　Theorem　1七hat　a11Y　B－ternary　logic　function　satisfies　monotonicity　for　the

relation｝with　respect　to　ambigui七ies．

3・1・2　Canonical　Disjunctive　Form　of　B－Ternary　Logic　Functions

Since　rules　of　Kleene　algebras　as　shown　ill　Section　3．1，　an　arbitrary　B－ternary　logic食1nction　can

be　expanded　illto　a　di　sj　unc　t，　ive　form　F＝ッ1　V　72　V＿＞7、，　where　7歪⊇笏（the　symbol⊆will

be　de丘ned　just　below）for　all　i，ゴ（i≠」）．　However，　because　the　complementary　laws　are　not

valid，　some　terms　may　colltaill　both　a　variable　and　its　negation　siniulta」ieously．　A　definition　of

two　kinds　of　terms　fbllows．

Definition　4　Letσand・厚ゐ8　ternαr？」　functions。　Tんen・配inc～iLdesσ（or　G　is　included珈耳1げ

αnd　onlyザG（α）≦∬（α）ノbr　ever！t　elementα0／V3n，αndωεdenote　itα3σ⊆、U（or∬⊇0ノ．

Definition　5・4　vαriαう1θxor　its　negation～xis　cα〃edαliterα1，　and　tんεcoηjunction（Aノ＞Lり

・ノ3・7ηeliteralS　is　said励eαP舳Lct　te？’7η，　Wんere　any　repeαt・d～惚αZ3　are　rem・ved加帽んε

prodnct　terms・ノ1mong　prod7tct　terms，オん05θωんicん（io　not　contain　botんαvariαb～εan〔i　its　negαtion

αオ孟んe・Sαme・time・are・called　s吻～e　l”’・duct・terms，　while　th・5ε翻Cん4・are・C・mplementary　pr・duct

terms・A5吻，le　pr・伽オオe㎜απ4αωm蜘ηe伽丁シ脚伽Cオ齢m伽翻Cんall　variables　appear
are　cal～ed・a　minterm　and・a　c・mplementarsl　minter↑η，　respectively，

　Some　properties　of　simple　product　terms　and　colllplementary　minterms　will　be　discussed．

Definition　6　Letα＝（α1，＿，αη）beαn　element　oノ「曜．　Then，ααndαsimp　le　product　te7・m

α＝耐1・…・垢隠C・rresp・nd　t・・α・ん・th・酵・n・・ノオん・fou・W吻・・nditi…h・ld・f・・…m」

z＝1，＿，n．

18



Defhnition　7　Letα＝（α1，…，α”）beαn　element　o／Vsn－Vii・Then，αandαcomplemεntar31

mintermβ＝露f1・・…　Xfi”COrrespond孟o　eαcんOtherげOne（ゾごんθノb〃oω珈g　COnd’itionsん0～〔オ8／bザ

eve7W　i＝1，＿，n．

∬野＝
～Xi

Xi～灘i
Xi

げ　αぎ＝0，

げαi＝1／2，

げ　αまニ1

　From　tllc　above　definitions，　tlle　correspondence　betweell　clelnents　of　V3n　and　the　simple　prod－

11ct　tenns　is　clearly　one－to－one，　a、nd　also　between　elemellts　of　V，n－1／lln　alld　the　complementary

nユillter1ユ1．

Lemma　l　Let　a∈V3nαπ4αbe　the　corresponding　simple　product　term　toα，

ωα（b）＝1，if　and　o吻ifα｝b

　（2ノα（b）＝1／2，1ゲand　onlyげαメbandα△b≠の

r3ノα（b）＝0，0f　and　only　if　a△b＝の

where　b∈v3n・

Lemma　2　Let　a∈W－▽＞nαnd　a　be　the　corresponding　complementarzt　mz’nterm置oα．

　θノα（b）ニ1／2，げαn（lonlyザb＞一α

　r2ノα（b）＝0，げand　on～yげb》∠α

where　b∈「レ5n・

　　As　sta尤ed　in　the　begillnillg　of　the　section，　any　B－ternary　logic　fi111ctiOll　F　call　be　expanded　illto

disjullctive　fbrm　F＝αl　V＿，Vα3，　and　eachαi　can　be　cla，ssified　illt，o　one　of　silnple　product　terms

or　complementary　product　terlns．

　　Now，　suppose　that　tllere　is　llot　a　variable　xi　ill　a　complementary　millt，ermα．　Tllen　it　holds

thaしα一α（xi＞～・・）一α…V・a～xi・・ince七here　i・・p・・duc惚ゴ～xj　f・r　s・m・v・・i・bl・・b・i・

αand紛～紛≦1／2≦xi＞～xi　st，ands　always七rue．　Accordillgly，　ally　complementary　millterm

can　be　expanded　into　disjunction　of　complementary　millterlns．

Lemma　3　Let　a　and　a’be　product　terms，　Tんen，α’⊆αθ．e。α〉α’ニαノzf　and　onlyザα〃o／

the　literαls　inα　e∬ist　inα’αs　weU．

　Letαalldβbe　a　silnple　product　term　alld　a　complement（iry　minterm，　respectively．　Then，　it　is

clear　from　the　definition　of　simple　product　terms　and　complementary　minterms七hatβ⊆α　never

holds，

L・mm・4五・tα・nd　fi　b・P・・d・Lct・t・rm・，・nd　l・オα・nd　b　b・・～・m・傭・ノ曜オん・t・・rr・・卿d・t・

them，　respective～y．7「んenβ⊆αザan〔オon～yザ

　々ノα卜b，ωんεπααndβαreδo〃l　siMl）～e　product　te7・m8，

　ピ2／b》”α，Wんenαan〔iβare　both　eomptemen舌αMJ　minterms．

　ピ3ノα△b≠の，whenαisαsiml）～e　product　teτ・m　andβisαcomplementα7y　minterm．
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Definition　8・4　B。ternαry　logic　function　F　representedα5　Fニα1＞α2　V．．．〉α、　is　5α掘to　be伽

伽翻cα～爾゜で鵬c蜘ε加几ωんen　each　pr・duct　term　eVi（i＝1，＿，s）is　a　s卿」ε脚伽c孟オe？wr・r

αc・mplementary　minte7m　and　ai　Z　aj　f（）Tα〃iandゴ（i≠の．

Exampl・1五εオFうeα3－？厩αδZe　B－ternar7／　1・gic加cご乞侃r8Pγε8e漉4酬ん・B－ternα？nJ　1・gic

formula　xi（・・’2　V　x3～x3）V・x2（xlx3V～x2）．　Then・tんe伽・航α1凋槻c伽εメ・rm・f　F　is・btαined

follows・

F　＝ ．Tl（Q，2　V　Z’3～x3）V　x’2（XIX，3V～ω2）

z’　1・x2　V　Z’　1　2’2ω3＞xl（x2＞～2’2）ω3～2’3＞＠1V～x1）x2～2’2（，・’3V～x3）

x1・2’2　V　XI　X’2×3＞xlx2x3～x3＞x1～x2x3～x3＞．T12’2～x2×3＞3’lx’2～th・2～2・3V

～XIX2　～X2×3＞～XIX2　～2，2～X3

Here（1，1，1／2）αnd（1，1，1）c・Tresp・nd　t・3吻le　pr・duct　terms　an　a，2　and　xix2x3，　resp・c伽吻，

and　tんere／bre　b？y五εmm」α4・1　XIω2×3　⊆　XIω2，　tんatゴ3，2，1の2の3　is　om・itted　by」じ1ω2．　．Moreover，

（1，　1，　1／2），　（1，　0，　1／2），　（1，　1／2，　1），　（1，　1／2，　0），　（0，　1／2，　1）　and　（0，　1／2，　0）　correspond　オo

COmplementar？」　minte7vns　xix’2x3～X3，ω1～X2×3～2’3，2’IX2～X21’3，　XIX2～2’22’3，2’IX2～X2～

Q，3，～xlx2～x2・T3αnd～xlx2～x2～x3，　respect’ively，αnd　since（1，1，1／2）△（1，1，1／2）≠の，

（1，　1，　1／2）△（1，　1／2，　1）≠の　αnd（1，　1，　1／2）△（1，　1／2，　0）≠の，　xlx2x3～2｝3，2’lx2～x2x3　αnd

X’ hX’2～X2～X3　are，　respecti吻，・mitted　b？」　X’iX2・Theref・re，　the　can・耽α14Z蜘πC伽ε抑mげ

Fis

a’ P2’Q＞Xl　～X2・T3　～X3＞～XIX2～X2×3＞～X1ζむ2　～ユ72～X3，

Theorem　2　AmJ　B－ternar3t　logic　function　cαnδεrepresented　uniquelyウ3／canonical｛琵碩駕πc孟勿8

form　（ignori’ng　orde7・0／product　term，sノ．

3、L3　A　Characterization　of　B－ternary　Logic　Functions

Obviously，　by　Theorem　l　it　is　not七nle　that　every　ternary　function　can　obtain　by　means　of　a

B－ternary　logic　forinula，　that　is，　the　set　of　B－terllary　logic　functions　is　llot　functionally　complete．

Therefbre，　ill　the　section，　we　discuss　a　necessary　and　su田cient　condit，ion　for　a　ternary　fu　IICtiOll

to　be　a　B－ternary　logic　furlctioll．

　The　fbllowing　se七〇f　two　condit，ions　is　a　necessary　alld　sll冊cient　condit，ion　for　a　ternary　function

to　be　a　B－terlla，ry　logic　functio1L

（B1）［Normality］α∈V2n　implies　F（α）∈V2

（B2）［Monotonicity　f（）r　Ambiguity］α〉’bimplies　F（α）｝．F（b）

We　have　been　shown　in　Theorem　1　that　Conditions（B1）and（B2）is　a　necessary　condition　for

B－ternary　logic　funct，ions，　and　therefore　we　will　show　that　a　set　of　the　conditions（B1）and（B2）

is　sufHcient　for　B－ternary　logic　fi111Ct三〇ns．

　Let　F　be　a　ternary負lnction　satisfying　Conditions（B1）and（B2）．　Then　we　consider　specific

three　subsets　F－1（0），　F『1（1／2）and　F｝1（1）of　V3n　as　follows．

F－1ω＝｛a∈v劉F（a）＝＝　i｝
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wherc征玲・It　i・cl…tl・at　F一1ω∩F－1ω＝のalld　U　F－1ω＝曜，　S・pP・・eαb・・n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈v3

elemellt　of　F｝1（1），　thell　by　Condition（B2）any　elenienしbsucll　thatα〉－bis　also　elemellt　of

F－1（1）．Similarly　ifαis　all　elemellt　of　F『1（1／2），　thell　any　elemellt　b　sucll　that　b＞一αis　also

elemellt　of　F｝1（1／2）．　Moreover　all　elelnentαof　F　1（0）implies　that　any　element　b　such　that

α）”bis　also　elemellt　of　F－1（0）．　Thercfore，　F－1（1），　F－1（1／2）and　F－1（〔〕）each　fbrm　a　partial

order　finite　set　concerning　wit，h　tlle　relationト．　Tlms，　for　any　givell　B－tem～もry　logic　function　F　the

・et・fm・・im・1・1・nie・t・・f　F『’（1／2）・・n・1むhe・et・・f1・i・i1・1・m　cleme・t・・f　F－’（1）・lld　F－1（0）・・e

uniquely　deterniined，　alld　tllcy　are　denot，ed　by∂F－1（1／2），∂F－1（1）alld∂」F　1（0），　respect，ively．

Ifαi…　e1・ment・f戸（1／2），　tllenαi・al・・the　elcmc1・t・f理一四．　Bec・u・e，　ifαi・

the　element　of　V2T㌔t，hen　by　Condition（B1）it　has　to　be　held　tllat　F（α）∈V2，　and　tllis　is　a

contradict，ion．　Therefore，　F－1（1／2）⊆瑠一聯．　Accordingly，　we　can　always　collstruct　each

B－ternary　logic　fonnula　FI　and　F1／2　which　is　a　disjunctioll　of　all　simple　product　tern’ls　and　all

complemclltary　millterms　corresponding　to　cxll　elements　of∂F－1（1）and∂F－1（1／2），respectively．

Then　we　call　sllow　the　fbllowing　theorem．

Th・・rem・3　Jf・F　i・αt・rn・r9加cti・n・αti・fyi・g・C・nditi・n　（Blノ・nd・（B2？，・th・鳩一F1　V　FI／，

is・a刀一εθ糀α丁卿9琶C加・ti・n・such　that・F（α）＝Ff（α）∫・r　any　element　a・ノV3n．

Example　21t　is　easy　to　verify　that　2－？ノam’able　ternarvJ　function　F　given　in　7励le　3．2　sαtisfies　Con一

伽・ピB1ノ・nd　（B2ノ・Tん・・∂F－1（1）一｛（0，1）｝・nd∂F－1（1／2）一｛（0，1／2），（1／2，0），（1，1／2）｝，

αnd・we・btain　tんe　B－ternar3t　logic／brmula

Ff＝xl～x2＞～xlx2～x2・V・xl～xl～x2・V・x1・x2～2’2，

ωhicんrεpre・ents・F，　fr・m　all　elements・ノOF－1（1）and∂F－1（0），

Table　3．2：Truth　Table　of　Ternary　Rmctioll　F　of　Example　2

　餌2

狽P
0 1／2 1

0 0 1／2 0

1／2 1／2 1／2 0

1 1 1／2 0

　Conditions（B1）and（B2）are　independent　to　each　other，　Because　the　terllal’y　function　Fi　in

Table　3．3　satisfies　Condition（B1），bllt　not（B2），　Therefbre，　Fl　is　an　example　can　llot　derive（B2）

form（B1）．」F2　in　Table　3．3　is　an　example　can　not　derive（B1）form（B2），sillce　F2　satisfies（B2），

but　not（B1）．

3．2 Regular　Ternary　Logic　Functions

3．2．1　Definitions　and　a　Characterization　of　Regular　Ternary乃ogic　Functions

Condition　l　The　ternamJ／bunct・ionS　which　cαnゐe　represented　by　well一ノbrmed　logic　formulαs，

・all・d・・9・lar　t・rn・r〃　1・gic　formul・・，・襯・吻・∫翻・わ’・・Xl，．．．，x。，・・繍傭0，1／2，1・nd

l・gic・pem伽π5訓D（・），　OR（V），・溜VOT（～）．　defined　in　T・bl・3．1．
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Table　3．3：Trutll　Tabl〔∋s　of　Fl　and乃

F1 0 1 1

乃 1／2 1／2 1／2

　　Hereaft，er・we　call　a　ternary　fullction　satisfying　the　above　condition　a　ternary　filnctioll　repre－

sentable　by　a　regular　terllary　logic　forniula．　It　is　clear　by　the　definition　of　B－ternary　logic　functions

tllat　any　B－ternary　logic　f㌔mction　is　special　case　of　terllary負111ctions　represclltable　reglllar　terllary

logic　forinulas．

　As　a　condi七ion　fbr　a　ternary　ful’ICtiOll　F　to　be　siglli丘cant　when　the　trllth　value　1／2　is　assunied

to　be　rcpresent　all　ambiguous　state，　it　will　be　postlllated　that　if　thc　vahle　of　F（α）is　de丘11ite，　that

is，　O　or　1，　thell　F（α’）takes　all　equal　valuc　for　every　elelnelltαノwllicll　is　less　ambiguous　than　or

eq11組toα，　that　is，

Condition　2［Reglllarity］ザF（α）∈「V2，　then∬（α’）ニF（α）ノbr　evervyαノsucんtんαオαトα’．

Definition　9・4　tema7’3t　function　F乞5　cα〃edαregular孟ε㎜αη～09乞cアuncti侃げ

8α莇51ε88オんεγ℃gularit3／Con｛オ麗琶0π2．
αndo吻げF

　Note　that　the　condition　of　regularit，y　de丘ned　above　is　all　extension　of　Kleene，s　definition　to

n－variable　ternary　fimct，ions　where　Kleene，s　original　definition［？］of　regularity　for　a　trutll　table

is　as　follows．　The　trutll　table　never　takes　O　or　l　as　entry　i1）tlie“1／2　row（or　colunm）”unless　tllis

entry　O　or　l　occurs　unif（）rmly　throughout　its　entire　column（or　row，　respectively）．

Condition　3［Monot，onicity　for　Ambignity］写αFαノ，　tんen　F（α）｝F（α’），　iiS　cα〃ed　an　A－temαrvJ

logic　function．

　As　stated　ill　the　precious　section，　an　A－ternary　function　F　satisfying　tlle　condition　of　normality，

that　is，α∈V穿～implies　F（α）∈V2　is　a　B－ternary　logic　funct，ion．

　Tllus　far，　three　dif【brent　conditions（1，2and　3）have　been　defined　for　ternary　functions．　In　tlle

f（）110wing，　we　will　prove　that　these　three　conditions　are　equivalent七〇each　other．

Theorem　4　F　isα　regular　ternamy　logicアunetion　if　and　o吻げFゴ3αn　A－temαr3t　logz’c　function．

Theorem　5、ぴ、Fゴ5αtemargt／unction　「eP「esentableうIJα「egnlar　temαrtJ　logic　formula’オんε列5

α　regular　ternαrgt　logic　function．

3．2．2　Representation　of　Regular　Ternary　Logic　Functions

Definition　10、44靭％πcオ盛oη（ゾone　o「mo「e　J乞孟ε「α～5乞36α”edαsimPle　sum　te「mザit　does　not

co窺α蹴αliterαl　and　its　negation　1；iV～Xi　simultαneously／br　at　Zeα3オone”α7・ピαδZe　a・i，　and　is

・α”・d・・卿」e7ηe撹・r3f　sum　t・㎜・th・剛3ε．加ん・d・伽’甑歪オ乞・α8sum・d・tんαオ卿・・e圃・d

literals　are　removed．

22



Definition　11。乙etα＝（α1，．．．，an）be　an　element　o／V3rt．　Tんenααndαs，i7nple　slL7rbオε？、7几

α二酋1V…V・負1‘C縦・P・nd　t・・α・ん・伽呵・…f・th・／b〃・・吻rel・伽・ん・ld・fo…鞠

i＝1，．．．うn・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　雌一㍑li≡　2，

Lemma　5　Let　F　beαreg2Llar　temαr卸logic　junction　and　aゐεan　element　oノレkn，　Then，

（i？z7　F（α）＝1，　tんen・F（α’）＝1　for　evergt　a’such　that　a　〉一　a’，

r2ノザF（α）＝0，　then　F（α’）＝Of・r．every．a’sucんtんαt・a・〉・・a’，

r3ソ　げF（α）＝1／2，オんen　F（α’）＝1／2／bγ・evemJα’s？Lch　tんatα’｝α，

　Let　F　be　an　n－variable　regular　ternary　logic　funct，ion．　Then　we　consider　three　subsets　F『1（1），

F－1（0）and　F『1（1／2）of　V3n　follows．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F－1ω＝｛α∈v『IF（a）ニi｝

where　i∈V3・It　i・c1・ar　that　Fmi（の∩F　1（の＝のand　U　F－1（の＝V3n．　L・mlna　5　il・dicat・・tllat

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈v3

F－1（1），F－1（0）and　F－1（1／2）are　partial　ordered　fillite　sets　ill　regard　to　the　relation＞b・－and　that

the・et・F－’（1）・nd　F－1（0）・・e　d・t・・mi・・d　uniq・・ly・by・their　maximal・1em・nt・whil・F－1（1／2）

is　determilled　uniquely　by　its　miniinal　elements．

Theorem　6　A　ny　regular　temarzi　logic　function　F　canうe卿re5eπオed吻オんe　rεgぬr　temarvJ　logic

formula

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F＝F1＞1／2・FO

ω厩F1繍・爾翻2・呵・吻1・p舳・tt・・m・C・・…P・・吻t・・〃オん・m・珈・」・1・m・傭・ノ
F－1（1）・・己F°耐んec・・η’・・π伽呵・吻，1…um・t・㎜・c・rres脚吻t・al’th・m。痂Lal・el，m，酪

・ノF｝1（0），

Example　31t　is　eαsy　to”ε7・物仇αご2－”副αゐle　ternarZt　junction　．F卿e厄πTαble　3．4　isαregular

ternamJ～ogic／unction，　that　is，3α‘乞頭e3　Condition　2，　Tんε7L∂．F－1（1）＝｛（1／2，　1）｝　αnd∂F－1（0）＝

｛（1，0）｝，α翻ωe・ひ孟α揺九…g漁撹㈹α・－3t　1・9乞cル・m冠」α

Ff＝x2V1／2（～XlVx2），

翻cん・epresents・F，　from　all・f　the　elements・ノ∂F－1（1）αnd∂F－1（0）．

3．2．3　Canonical　Disjunctive　Forms　of　Regular　Ternary　Logic　Functions

In　the　section，　we　shall　introduce　a　canonical　f（）nn　f（）r　regular　terllary　logic　functions，　which　is

different，　froni　that　of　Theoreln　6．　We　will　also　discuss　the　methods　to　obtain　such　a　canonical

form・Any　regular　ternary　logic　forlnula　represelltillg　a　regular　terllary　logic　fullCt，iOll　F　can　be

expanded　illto　a　disjunctive　fbrm

P＝α1＞＿Vα。
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Table　3．4：Regular　Ternary　Logic　Rumction　F　of　Example　3

　∬2

ﾞ1
0 1／2 1

0 1／2 1／2 1

1／2 1／2 1／2 1

1 0 1／2 1

where　each　ai（iニ1，…，n）is　a　prodllct　term，　because　tlle　distriblltive，　absorption，　De　Morgalゴs

idempotellt，　and　other　laws　stand　valid　as　stated　ill　Section　3．1．　Here，　each　product　termαi　is

one　of　the　following　tllree　types，

type　1：Asimple　product　termα

type　2，：1／2・α，　whereαis　a　simple　product　term

type　3’：Acomplemelltary　product　termβ

If　a　consむant　1／2　exists　ill　a　colnpleme11しary　product　termβ，　tllat　is，　it　forms　1／2・β，　then

we　can　olllit　1／2　and　it　is　eqllal　to　type　3’because　xi～xi≦1／2　stallds　always　true．　If　a

variable　o；i　does　llot　ex董sむin　a　product　term　1／2αof　type　2’，　then　the　following　relation　holds．

1／2α＝1／2（xiV～x’i）α＝1／2cMxi＞1／2α～xi　8illce　1／2≦xi～xi　is　always　valid．　As

discussed　before，　anY　complementary　producむterm　can　always　be　expanded　into　a　disjunction

of　complementary　minterms．　Frolll　the　above，　we　c、ill　expandαof　type　2’andβof　type　3’il1七〇

disjunction　of　product　terms　ill　which　all　variables　exist，　respectively．

　Consequently，　any　regular　ternary　logic舳nction　can　always　be　expanded　into　the　disjunction

of　the　f（）110wing　three　types　of　product　terms．

type　l　A　silnple　product　termα

type　2二1／2α，　whereαis　a　millterm

type　3　A　complementary　mi！ltermβ

Definition　12、げαregttlar　temar3t～09iC　function・F　is「ePresented　byα「egulα「tema「y　logic

formula　F＝α1　V…Vα、，　tんεη獅35α沼ん・孟F嘱πオんe　cαπ・ni・α～吻錫πc伽・form　wh・re　eαcん

αi（i＝1，…，n）i・・…ノt〃P・1，蜘・2・r　tgP・3・nd・ai・Zαゴ知・α噸・吻（i≠ゴ）．

Exampl・4The　can・nical　dis2’unctive　f・rm・ノ2一翻・占～e　regulαr　ternarlt　1・gi・fun伽n　F＝～

x1＞1／2（～Xl・V　x2）is　obtαined　as　f・〃ows．

F＝～Xl＞1／2～Xl　V　1／2x2

　　　＝＝　　～x1＞1／2～xlx2　V　1／2～xl～a’2＞1／2xl．z’2　V　1／2～ユ｝1x2

　　　＝～Xl　V　1／2Xlx2

Theorem　7　AmJ　regulαr　ternαry～ogic／unction　cαnδ8　represented　uniquelyピignorin9孟1Lεorder

・f　the　pr・duct　termsノ吻ごんεCαη・π¢Cα」劒鉱π翻e∫・㎜．
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3．3 Fuzzy　I・ogic　Functions

3．3．1　Definition　of　Fuzzy　Logic　Functions　and　Their　Properties

Let　V　be　closed　interval［0，1］．　Tllen，　all　n－variable　infinite－valued　function　is　defined　as　a　mappillg

食om　Vn　illt，o　V．　Here，　the　logic　operatiolls　AND（・），　OR（〉）and　NOT（～）of　Table　3，1　can　be

expanded　illto　the　set　V　as畑ows（We　permit　to　use　the　samc　symbols・，　V　and～with　that

of　B－terlla、ry　logic　ful1Ct，iOlls　and　regular　terllary　logic　functiolls　since　it　secms　that　no　collfusiOl’l

a」rises）．

α・δ＝min（a，b），　a　V　b＝max（α，b），～a＝1一α

wllereα，b∈V．

　Anπ一”α而αδ～εfuzlY　logic　junction　is　defined　to　be　a　mapphng　froln　Vn　illto　V　represented　by　a

fuzzy　logic　formula　below．

Definition　13　A　logic／brmula　on”α短αδ」ε5　xl，＿，xn　is　defined　inductively　as　follows．

（1／　Constants　O，1　αnd”α7’iables　Xl，．．．，xη　are／Ozzz3J　logic∫07「7‘？乙」α3，

ピ2／！アσαπ4Eαrε加刎・9ゼ・妙翻α3，　tんen（G・H），（G＞H）・nd（～σ）are　・IS・juzzy　1・9’iC

　　　／brmfLlas．

ピ32　The　onl？．ノノ～tzZ3／logic／brmulasαre　given吻r1／an｛iピ2ソ

Definition　14　Ann－vαriαble　in」伽伽一vα12Led　function　represente（l　by　a　fuzzy　togicノ’ormulα　is　cα〃ed

α職一U翻αみJe如瑠JoφC加伽π．

　Hereafter，　we　will　identify　an　n－variablc　fuzzy　logic　fullctioll　with　the　fuzzy　logic　fbrmula　wllich

represents　it　and　call　all　n－variable　fuzzy　logic　fullctioll　a　ftlzzy　logic　functioll，　if　it　no　co11fusiOll

arises．　The　not，ation・may　be　often　olnitted．

　Next，　let　us　also　expalld　tlle　definition　of　the　partial　order　relatio11＞－into　the　set　y　follows．

Definition　15　Letααnd　b　be　element　of　／o，1／．　Thenα＞F　b　if　and　on～y　if　one　of　theノ∂～lowing

γ・elαtions　hold3．

0≦b≦a≦1／2　　0r　　1／2≦α≦b≦1

M・re・ver，　the　relati・n　can　be　expαnded伽レπα疎）！」・WS．五εごα＝（α1，＿，α。）and　b＝

（b1，．．．，bn）δεelements・ノγπ，　then　a｝bij　and・nly　if　ai　〉一むゴfor　any　i（i＝1，，＿，n）．

　Here，　a　and　b　are　said　to　be　comparable　to　each　other　if　a＞－bholds，　otherwise　not　compai・able．

It　is　sure　to　exist　the　le　・xst　upper　bound（suprenlull1）of　any　elelnent，αand　b　of　V．　Ifαand　b　are

comparable　to　each　otller，　tllen　tllere　is　the　greatest　lower　bound（illfi111ulll）ofαand　b，　otherwise

there　is　not．　We　will　write　the　i11丘11川m　ofαandゐasα△ゐ，　and　if　t，he　in丘11’luln　of　a　alldわdoes

not　exist，　then　we　will　write　it　a£α△b＝の．　This　ca1コbe　expanded　amollg　Vn　as丘）110ws．　For　two

elelnelltsα＝（α1，＿，an）and　b＝（bl，＿，bn）of　Vn，we　Wi｝l　defineα△b　as（α1△bl，．．．．，αれ△b，乙），

and　ifα1△bi＝のfbr　some　i（iニ1，．．．sn），　tllen　we　will　de伽e　it　asα△b＝の．

　In　the　above　definitions　for　the　sylnboユs》・，△andの，　it　is　evident，　that　they　are　different　collcepts

to　tlle　same　symbols　defilled　ill　Section　3．1．　However，　we田low　to　use　same　symbols＞一，△andの

1n　the　section　as　long　as　no　confusion　arises．
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Theorem　8五εオFbeαμ御logic　functz‘onαndα，　b　elements　o∫yπ．　Then，　F　satisfies〃↓e

∫0〃o？〃tng・

　ピ1ノα∈v2n・i　Ml）lies　F（α）∈v：～，

ピ2ノα油乞m卿ε5F（α）〉－F（b）．

　Next，　wc　defille　a　mappillg　fromγi1コ七〇V3．

Definition　16・Letαbe　an　etement　oノγ・Then百εis　definedα5∫o〃o鵬，　where　O〈ε≦1／2ピ5eε
F勾窒』7・ε3．2ノ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－ae－｛　2撫；↑

1カCαπひe仰απdε伽姐ん・・et　vnα3飼」・ω5・五・t　a＝（α1，．．．，α，、）δ・α・ε～em・nt　・fレηオん・n・dε

is（iefined吻（～可ε，．．．，d　）Of　V3n，

ε

■
α

1／2 …つ一一●

1／21．ε

a

Figure　3．2：AMapping　dε（0＜ε≦1／2）

Th…em　9五・孟Fδ・α加Ψ～・gi・加・伽・nd・a…1・…nt・ノvn．　Th・・，　F（α）ε一F（π・）foT

an3ノε（0＜ε≦1／2），

　By　using　the　above　theorem，　we　can　easily　prove　blle　fbllowing　theorems．

Th・・rem　10五・t　G・nd∬b・ル・刎・92c加c伽・，　G（α）－H（α）for　an〃・1・m・漁・ノV・if

・nd・吻ザG（α）＝∬（α）∫・r　any　element　a・ノV3n．

　From　the　above　tlleorem，　we　can　collclude　tllat　there　is　a　one－to－one　and　ollto　lnapping　frorn

the　set　of　all　n－varia，ble　fuzzy　logic　functio1｝s　and　the　se七〇f　all　B－ternary　logic　fullCtiOllS，　and　iし

Is　evidellt　there　is　at　least　an　isomorphism　among　such　mapPings．

C…ll・・y　1五・t　G・nd・H　b・抽・刎・9蜘励…．σ（・）≦丑（α）勉卿・Z・m・漁・ノV・　if・nd

・吻げσ（α）≦∬（α）for　any　el・ment・a・∫瑠↓．
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Corollary　2　五εオσαnd　HδθノruzzY　log，ic　fotnct‘ions．　G（α）＞F　H（α）ノbr　anyαo／V，1、乞ノαnd　onl？y｛ゾ

σ（α）｝H（α）抽71卿α〔ゾv3n．

Definition　17　五et　O　and正1ゐe　f？Lzz？J　logic／unctions．　Then，．17’includesσピo，・σis　incl？L〔led　in

HノザαγL（lonly乞ノσ（α）≦丑（α）for　any　elementα（）f　vn，　and？〃e　tlenote｛ゲα5　G⊆月「（or　H⊇σノ．

Here，　we　also　per111it　to　usc　salne　symbol⊆（or⊇）with　that　of　Section　3．1．

In　accordance　witll　Corollary　1，　G⊆Hif　and　only　if　G（α）≦H（α）for　any　elemelltαof　V3n．

3．3．2　ACharacterization　of　Fuzzy　Logic　Functions

In　tllis　section，　we　show　two　different　kinds　of　necessary　and　sufflciellt　conditions　for　fuzzy　logic

fullCtiOlls．

（A）：Necessary　and　Su冊cient　Condition（Part　I）

（Fa）　α∈▽：2n　imPlies・F（α）∈V2

（Fb）α〉－bimplies“Fi（α）1レF（b）

（Fc）F（α）ε＝F（石ε）for　allyεsllch　that，0＜ε≦1／2

　The　set　of　tlle　above　tllree　conditions（Fa），（Fb）and（Fのis　a　necessary　and　sufficiellt　conditioll

fbr　fuzzy　logic負mctiolls，　tllat　is，　it　can　be　proved　the　f（）llowillg　Lemma　6　and　Theorems　l　l　and

12．

Lemma　6　Let　F　beαη　乞η／εττ髭ε一valued∫function　satisfying　Conditions（Fαノ，（」Fうノand（Fcノ．　Tんen，

α（…瑠implies　F（α）∈v3．

Theorem　111アF　isα加ηlogic　function，　tんen　F　sαtisfles　Conditions（Faノ，（Fb）and　（Fc？．

Theorem　121アFisαn　infinite－value〔i　function　satisi？ying　Conditions（Faノ，（7b／and（Fcノ，　then

Fisαノ勉uzzy　log・icノ’unction．

　Here，　Conditions（Fa），（Fのand（Fc）are　not　independent　to　each　oむher，　since（Fb）is　derivcd

丘om（Fc）by　the　following　Theorem　13．　Lemma　7～9are　required　for　provillg　Theorem　13．

エemma　7　Let・a・nd・b　be・elements・ハi3”　sueh　that　a　F　b．　Then，　tんere　are　an　element　t　of　Vn

・航・n・t・傭ε1αnd・2　sueh・th・t　a＝ie1，b＝Ttf2αnd・O＜ε1＜ε2≦1／2．

Lemma　8　Let・aαnd　b　be　elements・f　vn，　Then，α随げαπ4・吻げδ卜8掴卿εsuch
オんα‘0くε≦1／2．

工emma　9　Leオαゐεαn　element（ゾVn　andε1，ε2αn？J　constαnts　sucんtんαt　O〈ε1≦1／2αnd

O＜ε2≦1／2．Then　Ei＞一　f22mpJ鶴ず2＞一　dε’．

　From　the　above　three　lemmas，　we　can　prove　the　following　theorem．

Theorem　13　Let　F　beαn　inflnite－1ノαlued　function　satisfy吻Oondition（Fc？．　Then，　Fα130　sat－

i8fies　Condition　（Fbノ．

　Conditions（Fa）a，nd（Fc）are　independent　to　each　other。　Because，　Fa　of　Figure　3．3　satisfies

（Fα）while　not（Fc）．　Theref（）re，∫αis　an　example　that（Fc）is　never　derived　fi’onユ（Fα）．　Moreover，

ノcof　Figure　3．4　satis丘es（Fc）while　llot（Fa），
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f。（x）

1／2

………

1／2

Figure　3．3：Hmctioli　f。

fc（x）

1

／2

…
…

0
1／2 1

Figure　3。4：Function　fc

（B）：Necessary　and　SufHcient　Condition（Part　II）

In　the　section，　we　dellote　another　necessary　and　suf丑ciellt　col｝dition　fbr　fuzzy　logic　fullctiolls．

　　First，　let　u8　collsider　the　set　yηwhich　is　the　domaill　of　fllzzy　logic　functions．　In　case　of　n

variables，　there　are　2がs　different　literals，　that　is，　x　l，x2，．．．，2’n，～xl，～x2，．。．，～ωn．　Hereafter，

1畷den・t・・either　xi・・喝，　where畷me…s噛if・1・、・nd　mea1・s釦f・1～銑．　The・，
by　choosing　different　2n’s　literals，　ill　order，　we　can　construct　an　illequality

　　　　　　　　　　　　・11≦・1、≦…≦・1．≦～・1，、≦畷＿1≦一・≦畷、≦～婦1，　　　（3．1）

where¢1，i2，＿，in　are　eleinents　of　t，he　set｛1，2，．．．，n｝respectively　and　are　all　different　froni　each

懸曙1ie畿1轟1誌1謡秀灘s。繋瓢蓋まh膿「認論，量論ltl蓋
sllnplicity，　instead　of　the　inequality（1），　the　first　half　of　whicll　we　use，11ereafter，　as　follows．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・11≦・1、≦…≦履n　　　　　　　　（3．2）

The　inequaiity（2）determines　a　sub8et，　which　is　a　closed　set　of　yη．　We　will　call　tlle　subset　a

cell　space．　Now，　cotmt　the　number　of　dist，inct　cell　spaces．　There　are　2n　ways　of　how　to　choose
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・・いince　w…nch…e・11・・～婿1・Silnil・・ly，　we　c・n・h…e・1、　i1・2（n－1）w・y…d・…．

Tllerefore，　thc　lmmber　of　differellt　cell　spaces　is

2×71×2×（n－1）×．．．×2×2×2x1：＝2nxn！．

Tlle　sllm　of　all　these　ccll　spaces　is　evidently　equal　to　Vn．

Example　51n　case　cゾn＝2，　tんere　are　22×21＝8cell　spaces，　that　is，

（1？　xi≦x2≦1／2，（2ノω1≦～x2≦1／2，（19？～・1≦x2≦1／2，ω～・1≦～・2≦1／2，
（5ノω2≦xl≦　1／2，　　ピ6ソx2　≦～xl≦　1／2，　　ピ？フ～x2　≦x’1≦　1／2，　　ピ8ノ～x2　≦～xl≦　1／2，

オ・漁伽孟・d　in　Figur・3．5，　y2研・presented・bgy．tん・sum・勉・・e　c・〃sp・…．

ろ
、

1

1／2

0

　　　　（7）

i2）

（8）

@　　（4）

（1）

@　　（5）

　　　（3）

i6）

1／2 1

Figure　3．5：Cell　Spaces　of　V2

〈1＝（1／2，1／2）

（0，1／2）

（0，0）

（1／2，0）

（0，1）

（1／2，1）

（1，0）

（1，1／2）

（1，1）

Figure　3．6；P釦rtial　Order　Set　of「レ雷

　Next，　let　us　consider　the　domain　V3n　of　B－ternary　logic　fullct，iOllS．曜is　a　partial　order　set

concerning　the　partial　order　relatio11＞一，　where／V＝（1／2，1／2，＿，1／2）is　the　maximum　elemellt

and㎎is七11e　set　of　all　millimal　elemellts．　For　example，　Figure　3．6　ilhlstrates七he　partial　order

set　fbr　n＝2，
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　Let　us　consider　a　sequence　coinPosed　of　n十1elements　ofレkn貸01n　the　lnaximl1111　elemelltハr

to　a　minimal　elemellt　follows．

ノV＝＝Ao一ノ11一ノ12－…　一ノ4n∈V，n （3．3）

In　the　above　sequenceん（i＝1，．，．，n）is　assumed　to　be　an　elemellt　that　has　jus七ipieces　of　O

or　l　and（n一のpieces　of　1／2　as　its　colnpollcllts，　and　further　it　is　assumed　that　Ai（i＝1，．．，，n）

is　different　frOl）1／li－1　ill　ollly　olle　place，　tllat　is，ノli　is　givell　by　replacing　any　one　1／20f／4i＿1

with　O　or　1・Aseqllelユce　de丘ned　1）y（3）is　caJledαdescendin，q　seguence．　For　example，　for　n＝2，

（1／2，1／2）一（1／2，0）一（1，0）　and　（1／2，1／2）一（1，1／2）一（1，1）etc．　are　descending　sequellces，

re：　pectively．　Let　us　comlt　the　nunnber　of　distillc七descending　sequellccs．　There　are　2n　ways　of

how　to　choose・41　froln　Ao　sillce　we　can　choose　O　or　l　in　n　places．　Likewise，　we　can　choose／12

食om．41　by　2（n－1）ways　and　so　o1L　Therefore，　the　number　of　descending　seque1lces　is

2×7z×2×（n－1）×．．．×2×2×2×1＝2n×n！．

Example　6　For　n＝2，　t．here　are　22　x　2！＝8descending　seq？Lences，〃↓α舌is，

（1ノ（1／2，1／2）一（0，1／2）一（0，0），

ピ釧1／2，1／2）一（1，1／2）一（1，0），

ピ5ノ　（1／2，1／2）一　（1／2，0）一（0，0），

ω（1／2，1／2）一（1／2，1）一（0，1），

ピ2ソ　（1／2，1／2）一（0，1／2）一　（0，1），

（4ノ　（1／2，1／2）一（1，1／2）一（1，1），

（6？　（1／2，1／2）一（1／2，0）一（1，0），

（8ノ　（1／2，1／2）一　（1／2，1）一　（1，1），

Tんe5eα7ε雌…nt　sequ・η・e3加mノ＞t・1穿α55ん・wn・i・・Fig？tre　3．6．

　　There　is　a　one－to－one　correspondence　betweell　cell　spaces　and　descending　sequences　as　follows，

　　Suppose七hat　a　cell　space　is　given　by婿1≦婿2≦＿≦鴫，≦1／2．　Then，　we　call　construct　a

descendi・9・equence　c・rre・p・・di・g　t・thc　cell・p・ce　by・f・ll・wi・g　w・y・・If・，11　i・・i、（～・・1），　the・

Al　is　given　by　replacilユg　il－th　place　of　Ao　with　O（1）．　If婿2　is　xi2（～xi2），　then．42　is　given　by

replacing　i2－tll　place　of、41　with　O（1）．　Similarly，　ifω1鳶is　xik（～2’ik），then》Ak　is　given　by　replacillg

毎th　place　of．4たwith　O（1）．　Since　il，i2，＿，in　are　all　different血om　each　other，　a　descending

sequence　is　fillally　obtained　by　the　above　11ユanner・Conversely，　for　any　given　descending　seqllellce

we　can　construct　a　cell　space　correspollding　to　i七in　a　silnilar　ma，1111er．

Definition　18、4　ce〃spαce婿1≦xl・2≦．＿≦婿．≦1／2　andαdescending　sequence／V＝
五〇一五1－…一んαre　C・rresp・顧剛・eαCん・オん・酵オん8∫・〃・ω吻C・nditi・nん・ldS．

4雨卯ε肋〃rε卿c伽9偏んpl・・ε　・f　A胴witんorηげα・面吻zlf’Xi、．　iS　2’is．（r一剛（ん＝

1，＿，n）．

　The　above　correspolldence　is　evidelltly　olle－to－011e，　tllat　is，　for　any　givell　cell　space（descending

sequence）there　is　tlle　llllique　descending　sequence（cell　space）corresponding　to　it，

Exampl・7Tんe　c・〃sp…s・ill？tstr・t・d・in　E．・ample　5　and　the　d・・c・n蜘・equen・・5れ翫卿～・6

αre・c・r岡，・ndin卿eαch・オんε漉置んe・sαme・number．　for　examp～ε，α55ん側n　in　F・igurε　3．7，オんe　cε～」

εPαceピ？フ～x2≦xl　≦1／2　corresponds　toオんε（lescen〔iing　3ε（～uenee（1／2，1／2）一（1／2，1）一（0，1）　α3

ωe”α8ピ8ノ～x2≦～2ジ1　≦1／2　correspondsオo（1／2，1／2）一（1／2，1）一（1，1）．

L・mm・10恥副・P・・e　c・rresp・脇オ・α伽・nd吻seσIL・…，仇・漁e　c・π・P…in・Z沈・aU
elements　of　the　descending　seqitence．
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Figure　3．7：Cell　Spaces　ofレ2

Lemma　ll　Jf　a　cell　spαce　includesα〃elements　of　a　descending　sealLence，　then　the　cetl　space

corresponds　to　tんe　descending　sequence．

　From　the　above　two　lemmas　it　was　shown　that　any　given　descending　sequence　there　exists

uniquely　the　cell　space　including　all　elements　of　it　and　vice　versa．

Th…em　14！アF乞3α加刎・9ゴc加伽π，　tんen・the・vα1…ノF・is　equal　t・・n・・）f　c・nstαnt　（O・・

1），　ai　or～x’i　in　each　cell　space．

Th…em　15五・げbe　・n　infinite－”α」鴛・4加・ti・n　l〃hicん3α師θ5仇・オ伽”αlue呼列3・quα1・t・

・ne・ノc・nstant　（0・r　lノ，2’i・？’～Xi　in　eαch　cell　space．丁厭F乞5α∫鞠」・gic　foLnction．

3．3．3Minimization　and　lrredundant　Form　of　Fuzzy　Logic　lfUnctions

Definition　19五et　Fうεα4吻協c伽εノb㎜（ゾαfuzzy　Zo9乞c　f？Lnct‘ion．　Then，　F　is　said　toδεα

minimal　f・rm・ノF　if　and・nly　of　n・・ごんerε卿α18撹4ゴ珈C伽eプb7・m伽・～ving　a　smα〃副・tαl

number　of　literals　and　constαnt．

　Note　tha七amillimal　form　of　a　fuzzy　logic　fしIIIctioll　F　does　not　determilled　uniquely　as　well　as

Boolean魚nctions．　Letαbe　a　product　term，　thenαis　said　to　be　a　implicant　of　F　if　and　only　if

F⊇α．Moreovcr，　a　implic（fuitαof　F　is　said　to　be　prime　if　alld　only　if　there　is　110　termαノsuch

that．F⊇α’⊇αandα≠α’．

Theorem　16　Any　min伽mal／brm　o∫anシfuzzy　logic　function　F　is「eP「esented　by　dl2夢包πc翻oπo／

prtme　implicαnts　q／F．

　From　the　above　theorem，　in　order　to丘nd　a　ininiinal　form　of　F，　we　have　to　get　all　prime

Implicants　of　F．

Theorem　17　Let　F　be　canonical面砂uπcオ勿e／b「m　oノαfuzxy　logic　junctaion’Tんen’eve「9t　simPle

P・・伽孟・rm　Of　F　i・・P・im・伽卿・伽∫F，0・m…吻，ザ・・卿～・pr・d・ct　term　is　a　prim・

impliCαnt・ノF，孟んeπ伽35ure診・αP脚r　in　F，
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　From　the　above　thc（）rem，　we　can　easily　fhnd　all　prilne　iniplicants　of　F　wllich　are　simple　product

terms．　Namely　each　simplc　prodllct　term　existillg　ill　callonicaユdisjl111ctive　f（）rm　of　F　is　prime

ilnplicallt　of　F・Therefbre，　it　comes　i1）t，o　questioll　that　how　to　filld　prilne　implicallts　of　F　whicll

a，re　coliipleiiientary　product　ternls，

Definition　20　Letαandβbe　prod？tct　terrns　onω1，＿．，x’，い　The　consensus　oノαandβビ5α

・・剛・men吻t・rm　defin・（1　as　f・〃・WS仰e　S？」mb・」0。fi　mean・　a　set　・f・〃・・n・ens・・s　Of　a・nd

βノ・When　the7”e　isα1ノαr’iαble　Xi　SILCんthatα＝可α0（～xl　Zα0）αnd　P＝～婿β0（婿Z！β0），ωhere

婿means　one　O／Z’i　or～Xi

ω写α・・β・is　a・・mpl・mentar3r　product　term，　then　（y・・β。∈σ。β．

ピ2／lf　a・・β・諺・・5卿吻・・dlLct・t・rm，　th・nα・・β・・，・ゴrw・Xゴ加卿ブ・渤伽オゼ≠ゴ．

ビ3／0αβis　9翻επon’汐by（1？αndピ2ノ，

　Any　repeated　literals　are　relnoved　from　the　consensus　ofαalldβ．

Example　8　Le孟αα翻βbe　product　terms　on　x，　yαnd　z，

　（1／Whenα＝x～yαndβ＝～2｝払oαβ＝｛x～x，IJ～2Y｝，

　（2？レレ％enα＝x2Jαndβニx～？」，　oαβ＝｛x～x，xz～z｝，

　（3？VVhenα＝xαndβ＝～．T，σαβ＝｛IJ～IJ，　z～z｝，

Lemma　12五e諺ααηdβbe　productオer視5・写7∈0αβ，オんεπ7⊆αVβ，疏α護乞3，α〉β＞7＝α〉β，

Theorem　18　Let－Fニα1＞…Vα8　beα4勾槻c伽eプbrm　q／α九z鋤logic　function．　Tんen，　F　is

tんed珈πCオ乞・n・∫α〃prime卿～icαnts　Of　F　zf　and・η」酵

ω・・t・rm・in・1・d・・any・th・・‘・㎜，　th・t　is，　ori　Z　aj　for　a〃i，ゴ6，ゴ＝1，＿，s　・nd　i≠ゴ？・・nd

（2）　th・　C…ε・・脚ノ・n・」　tw・t・㎜・d・・…t・xist　or　i・in・1・d・伽卿・仇・r　t・・m．ai（i－

　　　　1，．．．ラ3）．

　Froln　Theorem　8，　we　have　tlle　following　algoriし11m　to　filld　all　prime　iniplicants　of　a　fuzzy　logic

function、F　whicll　is　a　disjuiictive　fbrm．

　・4JgO幅孟んm／l

Step　1：Remove　ally　term　that　are　included　ill　another　term，　and　letα1，．．．，α3　be　remailling

　　　　七erms．

Step　2：Find　all　of　the　consensus　of　any　two　termsαi　andαゴ（i，ゴ＝1，，．．，s）If　Ilo　consensus

　　　　exists，　then　in　Step　4，0therwise　in　Step　3．

St・p　3・C・n・t・u・t・the　dis．jun・ti・・f・・m行・1nα1，．一，α、・・d・ll・f　the　c・nsensu・g・tti・g　i・St・p

　　　　2．If　ally　consensus　is　illcluded　in　one　ofα1，＿，α3，then　ill　Step　4，0therwise　ill　Step　1．

Step　4：The　remaining　terms　are　all　of　the　prime　iinplicants　of　F．
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Definition　21五e孟Fろe　a　fuzzy　log，ic　functz’侃and　ctゐe　an　p7、．iM，P．珈．乙pl乞cαπオo／F，　Then，αis　sαid

to　be　an　essentiα～の吻）脚715α〃0ノ’んε煽癖mαりbrm・∫．F，翻1ε伽35α蝦・be　an？znessent・ial

ザ湘ε？ノer　a・ppeαr　an！1　minz’7nα1　form　of　F・

Theorem　191アαsiMl♪Je　1）　ro‘ilLct　termおα1）rime’impJ’icant　o∫αノ～Lz2　Zt～oJ（ic　flMctiOγ1，　then　it　is

an　essent’ial　one．

Theorem　20　Let　sim2，le　pro（1？tct　te7ms　orαπ4β，　andαcomplementαrsl　product　teTm7ゐe　1）r，ime

implicαnts（ゾαノ：uzzy　logic　f’～‘nct’ion．」γツisαconsenSILS　Oノααndβオんeηor　isαn　unessential　one．

工emma　13五e孟αδεαco即lementαrgl　minterm餓4βδe　arbitrarvy　product　term．　Tんen，α⊆β

がαnd　oπ勿ガβ（α）≧1／2　for〃le　corv・espondingε～ementα＝（al，…　，an）孟oα，

P・’・・f・L・tβ一．・f・＿・・e　．1・crc　e・・h・ダi・・ne・f・x、，－vb　IL’i～・’i・・1（i－1，．。。，。），　The。，

β（α）≧1／2if　and　only　if　the　followillg　relat，ion　holds　fbr　every　i＝1，．．，7n．

・ダー
～Xiorl
Xi，～Xi，Xi～Xi　or　1

銑or　1

whenαゴ＝0，

when　ai＝1／2，

when　ai　＝1

Tllis　impliesα⊆β，　and　we　have　been　shown　the　proof　of　the　lemma， ■

Theorem　21　Let　cvl　V＿Vα，δe疏e　eαnonical　dis2’unctive／brm　of　a　fuzzgl　logic　function　F，　and

let　／3i　V…〉β’be　a・minimα～form〔）f　F・Then　each　product　term　ai（i＝1，＿，s）is　included・in

some　pro〔iuct　ter°mβゴ（ゴ　＝　 1，．．．，t）．

　Procヴ「’First　sl1PPoseαi　is　a　simple　pro（luct　term，　and　letα1）e　tlle　corresponding　elemellt　to

αi・Then　F（α）＝1sinceα（α）＝1，　alld　this　ilnplies（β1　V．．．Vβ∂（α）＝1．　That　is，　there　is　a

simple　prodllct　termβゴsuch　thatβ〆α）；1．　Accordingly　by　Lemma　13　we　haveα〉－bfbr　the

corresponding　element　b　toβゴ，　and　thus　ai⊆βゴ．

　Next　supposeαi　is　a　complementary　millterm，　and　letαbe　the　corresponding　element　toαゴ，

Tllen　F（α）≧　1／2　sinceαi（α）ニ　1／2，　and　this　implies　there　is　a　prodllct　termβナ・such　tllat

βゴ（α）≧1／2・Accordingly　by　Lelnma　13　we　haveαi⊆β」・．

　This　completes　the　proof　of　the　tlleorem．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

　Any　simple　product　term　of　canonical　disj　unctive　form　of　a，　fし1zzy　logic　function　F　is　all　essential

prime　implicallt　of　F血om　Theorem　8　and　9．　Moreover，　in　order　to丘nd　a　inininial　forin　of　a　fiizzy

logic　fi111ction　F，　it　is　1）Ot　necessary　to　make　a　consensus　of　a　pair　of　simple　product　terms　from

Theorem　10．　Theref（）rc，　we　llave　the　fbllowillg　algorithm　to丘nd　a　mininial　form　of　any　fuzzy

logic　function　F　whicll　is　a　disjunctive｛brm．

　ノ1～gorz’tん7見B

Step　1：By　generating　consensus　of　any　t，wo　telll）s　wllicll　are　not　both　simple　product　terms，

　　　　filld　all　prime　implicalltsα1，＿，αs，　which　are　comple1ユ1elltary　product　ter111s，　of　F，

Step　2：Expalld　to　callonical　disjunctive　form，　and　letβ1，．．．，βゴbe　simple　product　terms　and

　　　　71，…，ツたcomplementary　product　terlns．

Step　3：Find　a　minimal　groupα1，．．．，α｛fromα】，．．．，α3　such　thatαl　V…　〉α1⊇71＞．一｝＞7k－．

Step　4：Fニβ1＞一・〉βゴ〉α1＞一・〉αl　is　a　millima，1　form　of　the　given　flzzy　logic　fu11CtiOll　F．
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　Step　30f　Algorit，hm　B　corresponds　to　tlle　1）lillinlulll　covering　problem　for　Boolean　fi111Cしiolls．

Therefore，　Step　3　is　solved　by　using　tablcs　like　Boolean　func七iolls．

Example　9ゐe‘α4－variαble　fuzzy　Jo9唇c」function　F，　wんicんis〃be　canonicαl　d吻？Lnctive　form，　be

　　　　　　F＝～2’2～ω4V躍2～ω3＞～xl・z’2×4　V　X1～x’・2x3x．1・V～の1塀3～ω3～z’4V

　　　　　　　　　　　XI　～：君1　～x2　～x3x4　VXIx2x3×4　～x4

Am・ini7nal　f（）rm　of　F　is／bimdα5　fo〃ows・B？J　Step　l　o／Algorithm　B，　we　have　prime　t’mplicants

・ノCO　mp　le　7n　enta　rvJ卿d？ルCオオεrm3伽・tedi　bel・ω．

　　　　　　　　　　　　　　　　X4　～X4，　　　　　a；2・7，3　～X3，　　Xl　～諾1　～X3ン　　ユ｝1　～Xl　～2｝2

　　　　　　　　　　　　　　¢3～コじ3　～X4，　　コじ12｝3～X3　　　　　伍1　～欝12）4

研！eget　tんε∫o〃oω伽96mi？zimα～ノbrm　3（ゾFby　findingαminimal　group　from　Table　3．

　　　　　　　　　　Fニ～x’2～x4＞xlω2～x3V～ωlx2x4　V　X玉～x2×3a」4＞x4～x4

伝，織、｝v ∬1～Xl～2；3

・Tl　～Xl　～X2

Xl～Z’ P～X4

Here，　xix3～X3　is　an　unessential　pri7ne　implicant．

Table　3．5　Prime　Implicants　Table　of　Example　11

　Next，　we　consider　a　heuristic　inetllod　to　obtain　a　millimal　form　of　a　given負1zzy　logic　fullction

For　a　similar　form　to　it　even　if　we　do　llot　have　all　of　tlle　prime　ilnplicant，s　of　F　of　the　callollical

disjunctive　forlll．

Definition　22　Lε孟Fδεα4ぢ碗侃c伽e　fo7M　o∫αノuzzy　logic／unction．　Then，　F’is　sαid孟00εαn

伽血ndant　f・㎜蜘e　Cαn・n・オ・傭卿脚血ct・term・and・a剛it・・α吻pear吻in・F，

Theorem　22　Anシirredundant　fomt（）f　a　fu3zy　logic　function　F　is「eP「esented　by　d吻冠πc孟ゴoπ（ゾ

50me　o／the　priime　impticants　O／F．

Theorem　23五eオFδεαm伽伽↓α1　f（）「m（）f　a　fuzz汐logie　function．　Tんen，」F　isα」50απirredundant

form．

　Froln　the　above，　all　irredulldant　forlll　of　a　fuzzy　logic　fullct，ion量s　considered　that　it　is　similar

to七hat　of　a　millinユal　forln．

　Next，　we　discuss　a　method　to　find　a　product　term　which　is　able　to　omit　fl’ollユthe　given　disjunc－

tlve　fbrnユof　a丘lzzy　logic　funct，ion．
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Lemma　14　Let　F　beα（琵の？Lnctive／bザm　oノαノuzz？J　logic　f7Lnction，　and　letαbeα，s　’i　7’np　le　2）ro（tuct

ternz　O7’αCOM2♪lem・enta，7nJ　pro（1’tLct　term・Tんen，α⊆Fifαn（I　onl’yザ孟んere　eコC’istsαprod’act　ternz

αノinFs？’，cんオんatα⊆αノ，

L・mma　15五εオFδ・・ノ・…」」・gi・foLncti・n・π4αみεαc・mpl・m・n吻∬・r・d‘tLct　t・・w・．　Then，

α⊆Fげand　onlyザα’⊆Fゴ8　valid／br　any　complementαr7」γ1｝’inteT’Tnα’sucんオんαオα’⊆α．

　　Let　F＝α1　V＿Vα3　be　a　disjullctive　fbrm　of　a　fuzzy　logi（，　fllnctioll．　TlleII　by　Lemma　14　a

simple　product　t，erl）1α歪is　o111itted　by　allother　produc　t，　terln　if　all（l　only　if　there　is　a　prodllct　tenl1

αノ（i≠ゴ）such　tllatαi⊆αゴ．　AIso　by　Lemma　15　a　complerrlentary　product　termαぽis　omitted

by　allotller　product　terln　if　and　ollly　if　there　is　a　prodllct　terlnαゴ（i≠ゴ）sllcll　thatα’⊆αゴfor

any　complement，ary　milltermα’obtained　by　expandingαi．

　The　disc正lssions　abont　wllich　literal　call　be　omitted丘olll　a　prodllct　term　follows，　However，　a

siinple　product　tGrmαis　a　prime　implicant　if　it　call　110t，　illcluded　in　any　other　product　term，　that

is，　we　never　omit　any　literal　appearing　i11α．　Theref（）re，　tlle　target　of　the　following　discussions　is

complement，ary　product　terlns，

正emma　16　五eムFわeα〔Z葱砂君ηc翻”e∫br7ηoノαノUZZIJ　log’ic∫賜nction，αnd　letβゐεαcomplementarVJ

pro（kLct　term　appeaγ¶ing　in　F・写αnegation～婿0ノα配e7・α」婿αppeα7・ing　inβnever　exists’伽

β・then‘んe　literαl　is　omitted　fromβザαnd　onlyげβ1⊆F乞5”αZ掘2〃んereβ’isαCOmplementαry

卿血ct　ter？n・btαined　by　re卿C吻孟んε配e71α」婿with・its　ne卿・n～¢1．

L・mma　17五・オFうeα凋鷹孟ゼ・・form・ノ・加刎卿加・オ蜘・nd　l・tβb・α・・mpl・m・ntar・y

pro（luctオeザmαppeαring　in　F・〃βis　never　included　inαny　other　productオe？veL　O∫F，　thenαnly

lite？「α」ω10∫βis　ne？ノer　omitte（l　whenever　its　negation～の1ε鋭5孟3　inβ，

　　From　the　above，　we　llave　an　algoritllm　to　obtained　an　irredundant　fbrm　froln　any　given　dis－

junctive　forln　of　a　fuzzy　logic　fullction．

Step　1：0mit　any　product　terlll　including　another　product　t，ellll．

Step　2：0mit　any　literal　x（．　of　any　complementary　product　terln　ill　which　its　negatio11～ωl　never

　　　　appears　if　possible，　alld　then　ill　Step　1．　If　no　lit，eral　can　be　omit，ted　from　any　producむterm，

　　　　then　ill　Step　3，

Step　3：0btailled　disjunctive　fbrm　is　an　irredundant　form。

Examp1・10　We・9・伽se　the　c・・傭α」d珈励1・e　fo7m　in　E・vampl・9．　Tん・literal～x1・ノ

～XIX2Z’ R～・T3～ω4　Cαn　be・m’itted，αnd　tんen　We　have　x’2x3～X3～X4．　BeCaUSe，　X’IX2X’3～2’3～

コじ4⊆X’1・X2～X3・ルfOreOVer，～2’40／the　Obtαined　1，rO‘IUCt孟e7・m　X2ar3～a’3～ω4　Cαn　be　Oηnitted，

SinCe吻灘2の3～：3×4ニ～a，11’2×3～X3×4＞XIX2×3～X3×41〃εhaVe～X1．T22’3～Z’3×4⊆～τIX22’4

・nd　XIX2×3～塀4⊆XIX2～X3・Tんe7’ef・re，　We・btain　tん・P・加e吻，～icant　x2x3～a，3．　ln　th・

・傭1・rm・nner，～X2αnd～X3　C・n・be・mitted　fr・mコ，1～X1～2’2～X3×4，・nd・IS・Xl，コじ2　and

ω3can　be　・mitted　fr・m　XIX2×3×4～X4・、臨吻，ωeんα？，eαπ伽伽伽診∫・γm・ノF　fo〃・ω3．

～x2～・z’4　V　1）lx2～ω3＞～xlx2x4　V　a，1～1’2x3x4　V　x22’3～2’3＞z1～xlx4　V　X4～2’4

Tん・αb・ve　form・…θ3P・nds・t・・ne　・f　minimal　fornis・∫F。
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3．4 Conclusions

As　tlle　previous　works　directly　relating　with　our　stlldics，　the　chapter　denoted　some　properties　of

B－t・m・・yl・gi・負11・cti・n…eglll・・t・・r・…yl・gi・functi・・s・1・d　fu・・y　l・gi・functi・1・s．　It　i・cl・・r　by

The・・em　10　th・t　tlle　di・cussi・ns・f　Secti・・3・1・2“C・n・・i・・I　Di・ju・cti・・F・rm・f　B－Terna・y　L・gi・

Functiolls”are　available　to負1zzy　logic　fu11（：tiolls，　alld　also　those　of　Secti（m　3．3．3“Minhmization

alld　Irredundant　Form　of　Fuzzy　Logic　Fllnctions”are　availal）le　to　B－tcrnary　logic　fmlctions．

　　Fllzzy　Iogic且lnctio119　are　llot　functionally　complete，　tllat　is，　they　fbrms　a　special　subset　of　all

ftmctiolls　F：［0，1］η→［0，1］．　It　is　very　illterestillg　probleln　to　ellll111erate　the　lluml）er　ofγ乙一variable

fuzzy　logic　functions　to　recogllize　the　power　of　their　represen七ations．　Ilowever，　the　problem三s

very　h・・d…，a・d　t・herefo・e，　the　nun・b…fthem　i…ly　enllme・・ti・9・until・n≦4by　the　p・p・・

［3］・T・bl・3・6・11・w・七11e　numb…fn－v・・i・b1・flzzy・1・gi・fun・ti・ns　until　n≦4．　Al・・，　by　Tl・e・，el1、

10，the・・mber・f　n－v・・i・b1・B－tema・y　l・gi・fu　llCti・n・i・eq・i・ale・t　t・tl1・t・f・n－v・・i・bl・fuzzy

lOgiC　flnction8．

Table　3．6　The　Number　of　Fllzzy　Logic　Fullctlons

　　　The　nurnber　of　B－ternary

n　　　　　　logic　functions

0 2

1 6

2 84

3 43，918

4 160，297，985，276
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Chapter　4

Multiple－Valued　Kleenean　Functions

4．1 In七roduction

In　t，he　chapter，　we　sliall　describe　multiple－valued　Kleenean　funct，ions　which　are　an　effective　means

to　treat　ambiguities．

　　In　Chapter　3，　we　dclloted　solne　properties　of　thrcc　differellt　kinds　of　Inultiple－vallled　logic　fullc．

むiol）s，　that　is，　B－ternary　logic　funcヒiolls，　regular　terllary　logic　funct，ions　and　fuzzy　logic　filnctiol）s．

Especially，　on　reglllar　ternary　logic　functions，　tllree　conditions，　i．e．，　Condition（1）l　Represen－

tation　of　a　regular　temary　logic　forml11a，　Condition（2）：Regularity　alld　Condition（3）：Mono－

tollicity　fbr　Ambigllity，　are　equivalellt　to　cach　other．　Therefbre，　there　may　be　tlu・ee　different

kinds　of　exparlsions　illtO　m－valued　logic　fi111ctiolls　（m　≧　4）of　regular　tenlary　logic　functions．

One　of　them　is　the　expansion　of　Condition（1）．　Thaしis，丘rst　of　all，　the　operations　AND（・），

OR（V）and　NOT（～）of　Table　3ユill　Chapter　3　are　expanded　intlo　the　set　of　m　truth　vallles

Vni＝｛0，1／（m－1），．．．，（m－2）／（m－1），1｝，which　has　the　property　tllat　2’∈Vm　if　alld　only　if

1－x∈Vm．　Thell　a　expanded　n－variable　multiple－valued　logic　fil1）ctioll　is　defined　as　a　filllctiOll

η1→Vm　represented　by　a　logic　formula，　which　is　obtained　by　fillitcly　application　of　n　variables，

and　three　operatiolls　AND（・），　OR（V）and（～），　We　describe　some　properties　of　such　fullctiol）s

called　lnultiple－valtled　Kleenean　fu　11ctiOlls．　By　tlle　way，　some　properties［48］，［51】and　applications

［5010f　P－type　logic　ful’1Ct，iOl1S，　which　are　special　case　of　B－　t，ernary　logic　fi111ctiOlls，　llave　beell　stlld－

ied，　and　they　are　determilled　tmiquely　for　only　binary　il）pllt・9・｛0，1｝，　and　are　capable　of　correcting

input，　failures．　Majority　hmctiolls　givell　ill［46］are　special　cfuse　of　P－type　logic　fi11’ICtiOlls，　and　the

relat，ionsllip　of　tllese　fullct、iolls　als（）have　been　studied　togetller　witll　terllary　threshold　fullctiolls

［50］．

　Some　properties　of　n）ultiple－valued　Kleenean　fullctio1】s　have　been　stlldie（1　ill【7］～［9］．111　par一

しicular，　the　paper［7］describes　a　necessary　and　sllf追cient　collditioll　for　mllltiple－valued　Kleenean

fullctions　and　a　derivation　rule　of　tlleir　logic　formulas．　In［8］relationships　between　multiple－

valued　I〈leenean　fullctiOllS　and　ternary負1nctiolls　are　discussed，　and　ill［9］it　is　shown　the　lluml）er

of　n－variable　ln－vallled　Kleenean　fullctiOlls　ulltil　n≦3alld　m≦8，0n　the　other　llalld，　the　chapter

describes　tlle　following　properties　of　m111tiple－valued　Kleenean　fullCむions．　First，　ill　Sectioll　4．2，　we

will　de丘ne　a　partial　order　relation　oll　tlle　set　of　truth　values｛0，1／（m－1），．．．，（m－2）／（m－2），1｝，

then　show　tha七ally　multiple－valued　Kleenean　fllnCt，iOll　is　ll）ollot，011e　for　the　relation．　Also　ill

Section　4．2，　it　is　showll　any　multiple－vallled　I〈leenean　fullCt，iOll　is　determined　uniquely　for　all

assignments　of　ollly　three　killds　trut，h　values　O，1／2　and　l　to　tlle　variables　appearing　ill　t，lle　logic

f（）rmula．　Next，　two　different　ways　represellting　logic　formulas　fbr　mtlltiple－vahled　Kleenean　func－

tions　are　illtrodllced　ill　Sectioll　4。3．　The丘rst　ellables　us　to　compose　a　logic　formula　fo1・sucll　a

fullction　fヤom　its　givell　truth　table．　The　second　is　a　canonical　disjunctive　form　which　allows　for
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the　uniqlle　represelltation　of　any　multiPle－valucd　Kleenean　fullctiorl，　In　Sectio114．4，　millimizatioll

for　111ultiple－va・111ed　I〈leenex，　n　fi111ct，iOllS　is　described・Fillally，　ill　Section　4．5　P－typc　logic　fullc七iolls，

which　are　lmllbiple－valued　Kleenean　funct，ions　caPa1）le　of　correctillg　illpUt　failures，　will　be（lefilled，

and　we　will　discuss　abollt　rel）reselltatioll　of　P－type　logic　fllllctiO1）S，　arld　also　sllow　that　t，hey　21re

determillcd　uniquely　for　all　a89iglmlellts　of　ollly　bwo　kinds　trut，h　values　O　alld　l　to　the　variable

aPpea，ring　ill　tlle　logic負）rlnllla．

4．2 Multiple－Valued　Kleenean　Functions　and　Their　Properties

4．2．1Definition　of　Multiple－Valued　Kleenean　Functions

Let　Vm　be　a　set　of　truth　values　such　as　Vm＝｛0，1／（m－1），＿，（m－2）／（m－1），1｝．　Then，　an

n－variable　m－va・hled　funct，ioll（multiple－vahled　function，　fbr　sliort）is　a　mapping　from罵巽　to　Vrn．

Here，　tlle　logic　operations　AND（・），　OR（〉）and　NOT（～）of　binary　logic　call　be　expanded　illto

mllltiple－valued　logic　as　follows．

a・bニmin（a，　b），　a＞bニmax（a，b）～a＝1－a，

wllereα，わ∈Vm．

　All　n－variable　lnlllt，iple－valued　Kleenean　function　is　defined　to　be　a　mapping　from螺むo▽lr、，

wllicll　is　represented　by　a　logic　formula　defincd　below．

Definition　1・410gic／brm？t～αon　wariabtesω1，…，xtl　iS　de！ined　tind2Lctivet？」α3／b〃ows，

ω伽st備0，1／（m－1），…，伽一2）／（m－1），1，・nd・・ari・b～es・Xl，＿，x。　ar・～・gi・∫・rmul・・．

（2／1アσ・nd　H…1・gi・／b・’湘・・，　th・・（σ・H），（0＞H）and（～σ）…α！・・」・gi・formu～・・．

r3／Tん8・吻1・oic　formulαs　are　given　by　（1？　and　（2？．

Definition　2　An　n－vαriαble　multil）le－valued　function　rep？「esented　b？」αlogic　f‘）rmor，la　is　cα～led　an

n－variabl・・η？吻Zε一va～ued・K～ε8πεαπ加・ti・ηrκ’εεηeαπ加・tions　bel・ω，∫・r　sん・rtノ，

Example　l　F＝＠1・x2・（～x2））V（1／2・a，1・（～x’3））〉（3／4・の2）is　3－variable　5－vαlued　Kleenean

function・F（）r　the　elementα＝（1／4，　1／2，　1），，F（α）：＝1／2．

　Hereafter，　we　will　idelltify　a　Kleenean　function　with　tlle　logic　fbrmula　wllicll　represellts　it，　if　it

llo　collfllsion　arises．　The　IlotatiOII・may　be　often　omit，ted．

　Letκbe　a　set　ofall　n－variable　Kleenean　functions，　t，　hen　all　algebraic　systeln〈κ；・，〉，～，0，1＞

satisfies　almost　the　e叩lations　holding　Boolean　algebras．　The　following　equations　are　properties

holding〈κ；・，〉，～，0，1＞．111　tllc　following，～is　strollger　than　・and　V，　and・is　stronger　tllan

Vfbr　onlitting　parentheses．

1・a・b・・＝　b・a，　aVb＝b＞a（the　commut，ative　laws）

2．α・αニα，αVα＝a（the　idempoten七1aws）

3・a・（b・c）ニ（α・b）・c，aV（b＞c）ニ（α＞b）Vc（tlle　associative　laws）

4・aVa・b＝α，　a・（a　V　b）＝a（t，he　absorption　laws）

5．α・（bVc）＝a・bVa・c，　a＞b・c・＝（α＞b）・（a　V　c）（the　distributive　laws）
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6．～（α・b）ニ～a＞～b，～（α＞b）＝～α・～b（De　Morgan，s　laws）

7，～（～α）＝a（tlle　double　nGgation　law）

8．0・aニ0，0Vα＝α（tlle　l（｝ast　element）

9．1・α＝α，1Vα＝1（tlle　greatest　elemen七）

10…～・・（b＞～b）＝・・～・，a・～・Vb＞～b＝bV～b（Kleene’s　laws）

whereα，　b，　C∈κ

　It　is　chi（　racterist，ic　featnre　of　the　above　equations　that　the　complementary　laws（α・～αニ0，

αV～α＝1），wllicll　hold　ill　Boolean　algebras，　do　llot，　hold。　In　stead　of　the　colnplementary

laws，　it　holds　Kleenc，s　laws　wllicll　are　weaker　conditions　than　complement，ary　laws．　Tllc　above

equations　1～10　arc　identical　with　the　axioms　of　Kleelle　algebras　given　i11［2］and［291，　that

is，　a　set　of　Kleenean　fi111CtiOlls　is　one　of　the　models　of　I〈1eene　algebras，　This　is　the　reason　wlly

imult，iple－valned　functions　represented　by　logic　formulas　are　called　Klecnean　functions．

　In　the　foUowillg　scc七ions，　we　will　assulne　that　there　cxists　a　truth　value　i　such　as～i＝i（i．e．

i＝1／2）in　the　set　of　t，ruth　values　Vm，that　is，　m　is　assumed　to　be　odd　number，　Because　the　results

of　Kleenean　functions　obtained　ill　this　paper　except　for　Theorenl　2　are　independent　to　whethcr

m三sodd　or　not，　and　we　c，furl　show　theln　more　easily　when　m　is　odd　thml　even．

4．22　Partial　Order　Relation卜fbr　Ambiguity

Definition　3　Letαand　bうe　e～εη「lents　o／Vm．　Then，α〉一δ（or　b一くαノholdsザand　only　if

1／2≧α≧b≧0・rl／2≦α≦b≦1holds．

　k
　　　　；（1／2）

m．1

k－1

m－1

　’
’

’

k＋1

1

rn－1

0

ltl－1

、

、

　s

1

Figure　4．1：Partial　Order　Relatlion卜

　Figure　1　shows　a　Hasse　diagram　of　this　partial　order　rela七ion＞一、　where　k＝（m－1）／2．　Moreover，

tl11s　relation　call　be　expanded　among　Vnlt　as　fbllows．　Letα＝（α1，．，．，a7、）and　b＝（bl，．．．，bn）be

elemellts　of鷲鴛，　thenα〉－b　（or　b一くα）holds　if　and　only　ifαiトbi（or　bi－＜αi）holds　for　all　i

（i＝1，．．．，n）．　Here，αand　b　are　said　t，o　be　comparable　to　each　other　ifα》－bor　b｝αholds，

otherwise　not　colnparable，
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　111the　relati（m卜，1／2　is　illterpreted　as　a　trutll　valne　expressil｝g　all　ambigllolls　state　wllether

trlle（1）or　false（0），　and　moreover，　it　can　cxpress　a　ratio　of　trlltll　to　falsehood・　It　is　sllre　to

exist、　the　least　uPpcr　1）olllld（suPI’emlllll）of　ally　eleinentα，　b∈V7iい　Ifαand　b　are　colnParable

t。each　other，　tllen　tllcre　is　tlle　grcatcst　l（）wer　bound（in丘muln）ofαandう，　otllerwise　there　is

not，．　We　will　writc　the　i11且1num　ofαalld　b　asα△b，　ahd　if　the　i116mmll　ofαal！d　6　does　not　exist，

tllell　we　will　wriしe　it　as　a△bニの．　Tllis　can　be　expalldcd　alllOllg　VBI　as　fbllows．　For　two　elements

α＝，（α1，＿，atL）and　b＝（bl，＿，b．n）of　V濃，　we　will　defineα△b　as（α1△bl，＿，αη△bn），　a」ld　if

砺△bi＝のfbr　solnc　i（i＝1，＿，n），　tllen　we　will　define　it　asα△b＝の．

Example　2　Let　V93＝｛0，1／4，1／2，3／4，1｝3，α＝（0，1／4，3／4），6＝（1／2，1／2，3／4）αnd　c＝

（0，1／2，1）∈噌，tん・n　b・〉一　a，・b・〉一　c　and　a・nd・c・are・n・t・卿・剛伽・α・ん・仇・r，　and　a△b一α，

b△cニc，α△cニ（0，1／4，1），

The・rem　1　Let・F　be・a・Kleeneαn加伽n・an面，　b　ele糀e傭o∫鷲；1．写a＞－b，〃ten・F（α）〉－F（b）・

　Proof：It　will　be　shown　by　induction　concemillg　tlle　mlm1）er　of　logic　operations．　It　is　clear

that　the　constants　O，　1／（m－1），．．．，（m－2）／（m－1），　1，　cllld　eacll　variable　xl，…　，xn　satisfy

this　theoreln．　Suppose　σand　H　satisfy　the　theorem．　Ifα〉－bthen　O（α）｝G（b）うthat　is，

1／2≧σ（α）≧G（b）or　1／2≦G（α）≦σ（b）・　If　1／2≧σ（α）≧G（b）then　1／2≦1－G（α）≦

1－G（b），if　1／2　≦　G（α）　≦　G（b）tllen　1／2　≧　1－G（α）　≧　1－G（b）．　Therefore，（～　G）holds

tllis　theorem．　Nexし，　we　prove　that（G・∬T）and（G＞II）also　satisfy　this　theoreln．（穿（α）｝σ（b）

and　H（α）〉”H（b）hold　whenα＞bfrom　the　assumptiol1，しhat　is，1／2≧G（α）≧G（b）or

1／2≦σ（α）≦G（b），1／2≧H（α）≧H（b）or　1／2≦∬（α）≦∬（b）hold．　First，　assume　that

1／2≧G（α）≧　（穿（b）and　1／2≧　∬（α）≧　H（b）hold，　then　1／2≧　0（α）・H（α）≧　G（b）・H（b）

hold，　Therefbre，σ（α）・H（α）ト（］（b）・H（b）．　For　tlle　remaillillg　cases，　wc　catl　also　obしaill　thaむ

σ（α）・H（α）〉一σ（b）・∬（b）in　the　similar　manner．　Therefbre，（G・H）holds　this　theorem．（G＞H）

is　evident，　since（G＞H）＝～（～G＞～王1）．　Thus，　this　theoreln　is　valid．　　　　　　　　　　　　　　　　　　圏

　1七is　showll　from　Theorem　l　tllat　any　Kleenean　functioll　8atis丘es　molユotonicity　for　the　relation

＞－with　re8pect　to　ambiguities．

Example　3五εげうeα1（leenean　junction　such　as　F　＝：　vix2～¢2V1／2～xl～x3．　F（α）＝1／4＞’

1／4＝F（b）　ωんenα＝　（1／4，　1／2，　3／4）　αndb＝　（1／4，　1／4，　3／4），　andF（α）　ニ　1／4　＞－　0＝F（b）

whenα＝（1／4，　1／4，　3／4）　αnd　b＝：（3／4，　0，　1）．

4．2．3　Some　Properties

Definition　4　Letαbe　an　element　o／Vm．

0＜ε≦1／2（refer　t・Fig，2ノ．

互ε＝

0

1／2

1

Then，ずis　defined　as／olloωs，　whe7・εεis卿vαlue

ザ　0≦α＜ε，

ザε≦α≦1一ε，

ザ1一ε＜α≦1

Let・a＝（a1，＿，an）be・an・element・∫環，抗eπαπelem・πぼ㍉ハ影84・fined　as（Ilrε，＿，扉）・

Ex・mpl・4L・t・a＝（1／2，1／4，1）∈曜・・4・－1／4．　Then　aε＝（1／2，1／2，1）∈yま・
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　　　＝（1／2）
m．一　1

1／2

o
結 k＋1

m－1
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’

’
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覧

1

1

Figure　4．2：Mappingず（0＜ε≦1／2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　じTheorem　2五εげδεα1（leenean　function，αan　element　of　Vn℃，　Then，　FE（dε）＝F（α）しfor　an？J

曲・ε（0＜・≦1／2），ωん…F・i・a・Kleene・蜘・c伽・δオ鷹吻剛・吻・n〃・・励痂・ノ
仇θlo9つc妙m？Llα，　which　represents　17，ごo♂．

　Proof：1もwill　bc　shown　by　induction　concerning　the　number　of　logic　operatiolls．　It　is　clear

that　the　c・nsta1・ts　O，1／伽一1），…，（m－2）／（m－1），1，　and　each　v・・i・ble　・1，＿，xn　Sati・fy

thi・the・rem・S・pP・・e　G・ndπ・・ti・fy・thi・tl・e・・em．～σ（・）ε一1－G（・）ε一1一σ（。）ε一

ll論！：需ε益譜獣宅・購齢器濃1麟X器署。鯉き（聖
σ・（aε）一σ・（冨ε）・ff・（＝a’e）・1七i…me　whenσ（α）≧H（α）．（σ〉∬）i・cvid・・t，・i・c・（σ昭）一～

（～G・～H）．Thus，　this　theorem　is　valid．

Examp1・5五・孟Fδ・ακ～・・…n・fon・伽…cん・・F＝1／4・1＞xl～・2，・屈・－1／5，α＝
（3／4，1／4）・T1塑燕一～／・・1・V・・’1吻F（・）ε一1／・・3／4　V　3／4・－1／4ε一駆ε一・／2・nd

Fe（Zド）＝1／2・3／4し＞3／4　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニ1／2．

L・mm・1五・tσ・nd　Hう・κ1・…α蜘励・…」fσ（α）－H（α）for　all・1・m・傭α・郷㍉オん・・

G・（α）＝∬・（α）伽α〃e～eme傭α・〃5n．

Proof：It　is　evident血om　Theorem　2． ■

Th…em　3五・オσ・・4珊・Kl・・n・・蜘励・…G（α）＝H（α）for　all・～・m・傭α・ノ膠加・d

・吻げG（α）ニ∬（α）for　all　elements　a・f　V．”，．

　一Proof：Leい1s　suppose　that　G（α）＝H（α）f（）r　all　elements　a　of　V3”and　there　is　at　least　an　element

αof　V，鴛such　thatσ（α）≠H（α）．　This　fact　mealls　either　G（α）＞H（α）orσ（α）〈∬（α）．　First，

sl1PP・se・G（・）〉∬（・）．　Tl・e・，　we　c・n・bt・i・σ（・）ε一G、（a・）〉丑，（胡一H（。）ε　fr。m　The。，e。、

2，wllereε＝mi　ll（ε’，1一ε’）andε’＝（G（α）十H（α））／2．　Tllis　contradicts　to　the　assuml）tioll　and

Lemma　l　sillcc一aε∈V3n　Therefore，　we　llave　beell　shown　the　firsむhalf　of　this　tlleorem．　Tlle　later

half　is　trivial．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
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C…11・・y1五・tσ　・nd　H　be　Kl・…α蜘・・伽・・αα）≧∬（α）加α〃・」…幡α・珊げ副
・吻if　G（α）≧∬（α）ノ・剛1・elements　a・ノ畷．

（Pro・f　is・m・ittedノ

C…11a「y　2五・tσ・nd∬ゐ・Kleen・an・fun・伽・・G（・）｝H（α）for　a〃・le撒オ・α・ノ瑠・伽4

・吻ザαα）〉一　H（α）for　a〃elements　a・ノVth’．

ピP？’・・ノぎ3・m伽4ノ

D・finiti・n　5五・オσ・nd　H　b・　Kl・e・…加・ti・n・・　Th・・，硯・d幽研・r　H　is　in・1・・decl　in　C？

if　and　oπ勿げσ（α）≧H（α）for　all　elementsα0／14究，　and　we　denote　itα5σ⊇HO7’」ぼ⊆σ．

1・・cc・・d・・ce　with　C…ll・・y　1，σ⊇H　if・・d・111y　ifσ（・）≧H（・）f・r・ll・1・me・t・α・f瑠．

4，3 Representation　for　Kleenean　Functions

4．3．1　Representation　Theorem

In　this　Section　it　is　shown　how　a　Kleenean　function　givcn　as　a　truth　table　can　always　be　represented

in　the　forln　of　a　logic　forniula．

　Since　rules　of　Kleene　algebras　a8　showll　in　section　2，　alユarbitrary　Kleenean　fllnctioll　can　be

expanded　illto　a　disjunctive　form　F＝71＞72＞．、．＞7s，　wllere　r）’i　IZI　7ゴfor　all　i，ゴ（i≠ゴ）．　However，

because　the　complement，ary　laws　are　llot　valid，　some　terms　may　contain　both　a　variable　and　iしs

negation　simultaneously、　A　definition　of　two　kinds　of　terms　follows．

Definition　6・4　variable　x　or　its　negat‘ion～x乞5　cαlledαliteral，αnd　the　conjunction　64ハrZ）ノ

・∫・・…t・nt・掘・・m・　lit・・α」・i・　・αi（1　t・ゐ・a　P・・d2Lct　t・・m　r・α〃・面孟・㎜励ωノ，ωんε・・吻

・・圃・d　litera～・α・・…η…e砂・π勲・孟・㎜・・Am・剛・rm・・η・de・ゆ卿オ・・α」・・吻，　tん・εε痂・ん

d…孟・・漁・δ・仇・Vαri・みr・α・翻・n・g・ti…ttんe・・ame　time　are　cαll・d・吻1・孟・㎜，，翻1，

”・・8e翻・んd・α・e　c・mpt・m・漁・μ…η・・胴・npl・　t・rm　and　a・卿lementam」　t・・煽。ωんich。ll

禰・δZe8卿・αr・ar…αu・d・mi・t・rm・nd…即1・m・ntary・mi・t・rm，　respecti吻，

Ex・mp1・6Tん・」・gic　form・d・・x・～・2・3・nd・・1～・1～・2x3　ar・・吻」・・nd・・mpl・m・・オ吻

オ・rm・・…卿i吻・写ω・C・nsid・・伽吻伽・・V・ri・δ」・・，　th・n・X1～Xl～ω2×3　i・α・卿Z・観・n－

tαmy　minterm，

　Some　propertie80f　simple　terms　and　complementary　mint，erms　will　be　discussed．　In　the　follow－

mg，　symbol　V2　denotes　the　set｛0，1｝．

D・伽iti・n　7五・t　a－（α1，…，・。）b・α・・1・m・伽ノ曜．　Th・・，α・nd・simpl・t，rm　a＝
・‘狽堰E・…暢・c・rr・・P・nd・t・…ん・ごん・・if　tん・fo〃・1〃吻…伽・説・ld．

皿野＝
～Xi
l
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2

，
／

n
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－
⊥
－
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＝
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ユ
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ロ
ほ

α
α
α
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げ

D・丘niti・n　8五・オ・一（・1，…，・。）δ・α・・1・m・・呵㎎一V、n．　Th・n，…4・・卿1・m・。オ。7・y

mintermβ＝嬬1・一・・2）貫n　correspondオo　eαCんotんerげ坑e／bllOZ〃ing　eonditionsん0～d，

礁一 o籍 　
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／
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　From　the　above　definit，ions，　the　correspondence　between　elemellts　of曜しalld　the　simple　terエns

is　clearly　olle－to－one，　and　also　between　elenユellts　of　V3n－V聲しand七11e　complemel比ary　millterm．

Exampl・7Tん・・卿厩㎜・・rr・・卿蜘t・（0，1／2，1）i・～xlx・α・撒…剛・m・・吻
minterm　ZS～XIX2　～X2　・？，　3．

正emma　2　Let　a∈V3nαnd　aうεtんεcorrespond吻s乞mple　t．ermオoα．

r1ノα〉－bザαnd　o吻ガα（b）＝1，

ピ2ノα△b＝の’if　and　・吻ザα（b）＝0，

　ピ3ブα〉乙bαndα△b≠のifαnd　onlyげα（b）＝1／2，

ωんere　b∈v3n．

　Procゾ，　Letα＝（α1，．＿，αn）and　b＝（δ1，．．．，b，、）．　Thenα（b）＝1if　and　only　if　ai＞－bi　fbr　ally

ii＝1，＿，n，　that　is，α〉－b．　Therefbre，（1）stands　true．　Next，α（b）＝Oif　and　ollly　ifαゴニOalld

bi＝1，0r　aiニ1and　bi篇Ofbr　solne　i＝1，…　，n，　that　is，αi△δゴニの，　and　this　impliesα△b＝の．

Accordingly，（2）stands　true．　We　can　dcrive（3）directly　for（1）and（2）．　This　compleしes　the　proof

of　the　lemma・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Lemma　3五eオα∈瑠一聯and　cv　be　the　corresponding　complementargtη・Linterm孟oα．

ωb7aif　and・吻げα（b）＝1／2，

r2／bメaif　and・吻げα（b）＝o，

wんere　b∈「レ冒L．

　Proof：Leむα＝（α1，＿，αn）and　b＝（bl，．．．，bn）．　Thenα（b）ニ1／2　if　and　ollly　if　bi＞一αf　for

（IIIy　iニ1，＿，n，　that　is，　b＞一α．　Tlierefore，（1）stallds　trlle．　We　can　derive（2）directly丘om（1）．

This　completes　the　proof　of　the　lemma，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Theorem　4ゐeオFbeαKleenean　function．　Then　F　cαn　be　represented　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（・）一必｛△一）・照（x）｝

ω厩α・i・tんe・吻1・term　c・rresp・n吻t・c・・4β。　is　its　c・卿1・meπ吻m伽ご・・m個，＝0

ωん…∈卿Th…㈱・V吻噸・・tん・靭翻乞・n　（OR？・Of・聯伽・・オの窓㍉ωんil・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c∈v3n

〈撒・・th・・C・njit，nction　（ANDノ・ノ・V・r3r・～・m・nt・…、C1、堀。7。’，

C7C’

　Proof：First，　it　is　shown　the　following　relation　holds　fbr　all　elelne1ユtsαof　Y3n　such　thatα≠c．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）F（α）≧〈F（・’）α。（・）VF（・）β。（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C｝C’

L・t　as・ume　F（・）＜＜F（・’）α，（・）VF（・）β。（・），　that　i・，・・e・f

　　　　　　　　　　　　　　C＞－C’
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（・）F（a）＜＜F（a）・r。（・）・・（のF（・）＜F（・）β。（・）。

　　　　　　　　　　C’｝C

1むi・imP・・sibl・（の11・ld・・Bec・11se，1・t・・1PP・・eβ、（・）－1／2（it　i・e・ide・t　whe・β。（α）－0），

bllenα〉－cby　I・emIIla　3・1　a・nd　therefbre　F（α）トF（c）・Accordillgly，　i！10rder　to　satisfy（の，

F（c）＞F（α）≧1／2should　be　held．　Tllis　contradicts　to（占）sillce　F（c）βc（α）≦1／2．　Tllerefbreう

（α）should　be　held・S鳥1PPoseαc（α）＝10r　1／2，　since（α）never　holds　whenαc（α）＝0．　Ifαc（α）＝1

then　c　｝・by　Lcmm・2・1・・d　the・ef・・e　F（・）≧〈F（・’）α。（・）．　lfα。（・）－1／2　the1・F（・）≦1／2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C）－C’

・h・・ld　b・held・Thi・，11・w・ver，…t・・di・t・t・（・）・i・ce　F（・）≧〈F（・’）f・・mα△・≠の凸・m

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C7C’
the　above　we　llavc　the　eqllatio11（1）．

　Next，　we　sllow　the　followillg　relatioll　holds．

（2）F（a）＝〈F（・’）α。（・）＞F（・）β。（・）

　　　　　　　　　　α〉－ct

111this　case，αa（α）＝1　and　6a（α）＝1／2（β。（α）＝Owlle11α∈V2n）by　Lemma　2．1　ai’id　3．1．　Whell

F（・）＞1／2，（2）・t・・d・t・ue　since〈F（・’）－F（・）・Whe・F（・）≦・／2，〈F（・’）≦F（・），　lf

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a7C　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α）レC’

・∈膠the・〈F（・’）－F（・）…dβ。（・）－0，・rld　theref・・e（2）・t・nd・t・u・．　If・¢・V、・　the。

　　　　　　　　　　a＞－ct

since　F（α）βα（α）＝F（α）・1／2＝F（α）and七lle　equation（2）stands　true．　Form　the　above，　we　have

the　equatioll（2）・Conseqllently，　it　holds　that　fbr　all　elelnentα∈V3n，

F（・）一

B冶｛。轡（・）・F（・）fi・（・）｝

■

Ex・mp1・8T・δZ・li・αご・漁オ・bl・げα2一翻・bl・5－v・」・・d　Kl・・π・αη加・伽F，・nd・Taう」・4．1

・励・ごん・」・9・i吻m漁・〈F（c’）・。＠1，・・2）VF（・）β。（・’1，・・）・f・r・all・」・m・・オ・・ノ瑠・．　Th・・吻・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　C｝C’

加mTheorem　4ωeんαve

F＠1，x2）：
ぬ職（一・）・F（・）P・（一・）｝

1／4～2’1x2～x2＞1／4～z’12’2　V　1／2xl～xl～2・2　V　1／2xl～xlX2～ユ：2＞

（1／4x2＞1／2x1～2コ12，2）V．z’1～x2V（3／4xl　V3／4xlx2～x2）＞3／4z・lx2

1／42｝2V3／4Xl＞ユコ1（」x2．

・4simplification　o∫～ogic／o㎜？影’αwill　appear・in　the　7Le駕section．

4・3・2　Canonical　Disjunctive　Form　fbr　Kleenean　Functions

This　secti・・P・esent・・n・lg・・ithm　with　re・pect　t・fi・・d…n・・i・al・di・junc七i・・f・・m・f・gi・・n

Kleenean　fumction，　and　ill　additioll　shows　tllat　this　fbrm　is　ulliquely　determilled、

　As　stated　in　the　previous　section，　any　I〈leenean　filnctioll　F　can　be　cxpanded　illto　disjunctive

f・rm　F－71＞7・〉＿＞7，．　E・・11　term　7・c・・be　cl…i且・d・…e・f　tM・ll・wi・g　three　typ・・．
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Tal）1e　4．1：Truth　Tを、ble　of　Kleellcall　Ftinctioil　F　ill　Example　8

ω2

ω1
0 1／4 1／2 3／4 1

0 0 1／4 1／4 1／4 1／4

1／4 1／4 1／4 1／4 1／4 1／4

1／2 1／2 1／2 1／2 1／2 1／2

3／4 3／4 3／4 3／4 3／4 3／4

1 1 3／4 3／4 3／4 3／4

Table　4．2：Eacll　Logic　Formula　of　Example　8

Cコ（Xl，X2） α。（ω） β。（ω）

〈
F
（
・
’
）
ψ
）
＞
F
（
・
）
β
（
ω
）
C
＞
卜
C
σ

（0，0）

i0，1／2）

i0，1）

～ω1～鉛2

@　～記1

@～2｝1∬2

　　　　0

`コじ1の2～ω2

@　　　0

　　　　　0

P／4～餌1τ2　～ユ：2

@　1／4～躍1欝2
（1／2，0）

i1／2，1／2）

i1／2，1）

～記2

@1

@岱2

∬1～2）1～¢2

Rσ1　～　∬1αコ2　～　②2

@　謬1～餌1ω2

　　1／2の1　～コじ1　～2｝2

P／2¢1～ω1∬2～皿2

P／2灘2V1／2記1　～ユ｝1躍2

（1，0）

i1，1／2）

i1，1）

皿1～∬2

@　ω1

@ω1ω2

　　　0

a1躍2～Z2
@　　0

　　　　　¢1～ω2

R／4¢1V3／4躍1灘2～¢2

@　　　　3／4岱1の2

type　1：c・α，　where　c　is　a　constant　sucll　that　c＞1／2　andαis　a　simple　terln．

type　2’：c・α，　where　c　is　a　constant　such　that　e≦1／2　andαis　a　simple　term．

type　3’：c・β，　where　c　is　a　constallt　sllch　that　c≦1／2　andβis　a　complementary　terln．

　Now，　when　the　consta11七〇f　a　type　3，　term　is　sucll　that　c≧1／2，　it　may　be　omitted，　sinceβis　a

complementary　term　and　therefbre　xi～x’i≦1／2　holds　for　some　variable　xi　inβ．　Now　suppose

that　t，here　is　n・t　a　va・iable　zぎin　a　type　2’七ern・・α・Tlle・it　l1・lds　tllat，・α＝・α＠、〉～勾＝

cα2）fVcα～xi　since　xiV～xi≧1／2≧c・Similarly　sllpPose　tllere　is　llot，　a　variable　xi　ill　a　type

3’term　cβ・Then　is　llolds　tllat　cβ＝cβ＠｛〉～xi）ニcβ銑＞cβ～xi　since　there　is　a　product

2’S～xゴfbr　80meブinβandωゴ～xゴ≦1／2≦xi～xi．　Accordingly，　anyαandβof　type　2’and　3’，

respectively，　can　be　expanded　illto　a　disju1ユctiOll　of　millter11ユ8，0r　compleme11むary　millterms．　By

De丘11ition　7，　millterlns　ill　particular　correspond　one－to－olle　with　the　elelnents　of　V2n．　Therefore，

aKleenean　fmlction　can　be　expanded　illto　a　disjunction　of　the　following　three　types　of　terms．

type　1，

type　2：ひα，　wllere　c　is　a　constant　such　tllat　c≦1／2　andαis　a　minterm，　and

type　3：c・β，　wllere　c　is　a　constant，　such　that　c≦1／2　andβis　a　complemelltary　millterm．

In　type　l　term，　tlle　constant　c　may　be　olnitted　when　cニ1，　and　also　tlle　constalユt　c　may　be

omiむted　when　c・＝1／2　if　it　is　in　type　20r　type　3．　Nex七，　let　us　exalllille　tlle　relation　of　eacllむype

of　term．
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Lemma　4　Let　7＝cαand　7ノ＝♂α’be　te7・msωんere　c　and　c！are　constants　andαandα’are

P・仙c孟3・f　literαls・or⊇7’侮or・V・ty’＝7〃αnd　・nl・」　if　a〃・勉・1’iterals　‘in　ft　ez’ist　in　cv’α5

ωε〃and　c≧c’．

ピP？…f　is・m痂eの

　Letα＝cαo　be　olle　of　the　three　types　of　terms，　where　c　is　a　collstant　andαo　is　tlle　product

of　literals・Then・七he　eleinent，　corresponding　t・oαo　is　said　to　be　the　corresponding　element　to

α・Tllis　being　so，　elemellts　of　V3n　corresPond　to　type　l　tenns，　elements　of　V2n　to　type　2　terms

alld　elemellts　of　V3n－Y，n　to　t・ype　3　terms・Moreover，　ifα，βand　7　are　bype　1，2and　3　terms，

respoctively，　tllell‘v　Zβ，αZ7andβコツfrom　the　a，bove　and　tlle　definition　of　tllree　types　of

termS．

Lemma　5五e’α＝α・αoα掘β＝わ・βo　eαc励εone　of　the　three　typeけ伽m5，　and　let　aα配b

be　elem・ents　CリF　VI3n　thαt　CO7’resl）ondωtんεm，　re　spectivet？」，　Tんenα⊇βifαnd　Oη勿げ

　ピηα≧δandαトb，ωんenαisαt？ype　l　an〔オβisαt？Jpe　l　or　2，

ピ2ノα≧δαπ4α△b≠の，ωhen　a　is吻pe　1・r　2　and　fi　is吻1）e　3，

（3ノα≧δαndαニb，　whenαandβare　both　tgype　2，αnd

ピ4ノα≧band　b＞一α，ωんenαandβαre　bothオ3／pe　3．

　P7・oof：Leしα＝（α1，…　，an），　b＝（bl，・一，bn），αo＝・x呈i㍉＿・記霧判andβo＝遭1㍉．．・ω藍η．　First，

assumeαis　a　type　l　term　alldβis　a　type　l　or　2　term．　SupPoseα≧bandα》－b，　thenαトb
impliesαゼトbi　fbr　all　Ji（iニ1，．．．，η），　that　is，婿‘≧破ゴfor　all　i．　Therefore，α⊇β．　Next，

supPoseα⊇β，　that　is，αVβ＝α・In　tllis　case，　it　is　clear　thatα≧δandα（b）≧β（b）．　Therefore，

αo（b）＝1siIlceβo（b）＝1，　andα1レb丘om　Lemma　2．1．　From　tlle　a1）ove，　we　have（1）．（2），（3）

and（4）are　proved　ill　the　same　mamler．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Definition　9　A・κJeεηeαπμηc翻oπFrepresentedα8　F＝・71＞72＞，．．V・γ，　is　said　to　be　in　cαnonicαl

d剛・伽ゆ・椛盟ん…αch・t・rm・7i（i・1，…，・）2珂「伽・1，2，・・3・・d　7・幽ゴf・r・all・i・吻
（i≠ゴ）．

Example　9　Let　Fニxl（1／4・x2＞3／4・　xl　V　x3～a’3），

、F　＝ 1／4・2・lz’2＞3／4・2’1Vx1　2’3～x3

1／4。xlx’2（x3・．T3）＞3／4・xl＞ω1（x2V～2’2）2’3～x3

1／4・xl　，T2x3　V　1／4・xlx2～x3　V　3／4・x1＞ユ｝1の2¢3～x3　V　x1～x2x3～x3

3／4・xl＞xli　2×3～x3＞xl～x2x’3～2’3，

L・mm・6五・備・cα…琶・・」4ゴ纐・tive　form　for　a　Kl・…α・加・ti・・Fδ鴫一α1＞＿Vα、．

lf　a　i・　tんeε」・ment・・rr・5P・・吻オ・tん・オ・㎜αf（i－1，＿，・）孟んen　Ff（α）一α‘（α）．

　P7’o〔’f‘・Firs七，　let　suppose　cYi　be　a　type　l　term　and　Ff（α）〉αi（α）．　Then　there　is　a　type　l　tern）

αゴsuch七hatαゴ（α）〉αi（α）ill　Ff・Letαi＝ci・αl　andαゴ＝cゴ・α｝ッwhere　cゴ～md　cゴare　constants，

and・1・・dα1・・e　p・・duct・・f　liter・1・i・α・・ndαゴ，・e・pecti・・ly・The・1　c・〉・ゴ・・dα1（・）－1，

Therefo・e，　b卜α丘・m　Lelnlna　2・1　where　b　is　tl・e　c・rresp・・di・g・1・…e・t　t・αゴ，　that　i・，α5　i・

illchlded　illα声om　Lemma　5．1．　This　colltradicts　to　that　Ff　is　canonical　disjunct，ive　form．　We

can　prove　ill　the　silnilar　mmmer　whenαi　is　a　type　20r　3　term．　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
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Th…em　5鋤κ1・・n・・ημ・・オ伽…わ・・甲e・・nt・d　l吻吻by　cαn伽・1吻鴛η・伽・∫・撒
ピゼ9？zorin90T〔ier（ザ≠ε㎜3ノ・

　　proof：Let　suppo8e　there　are　two　different　calionical　disjullctive　forms　Fl　and　F：～of　a　I〈leenean

fullctioll　F（It　is　evidellt　frol）l　the　al）ove　discussion　that　there　is　at　least　one　canonical　disjunctive

fol’lll　of　F）・Now，　we　can　supPose　that　a　terlnαexi8ts　ill　Fl　but　Ilot　F2，　and　letαbe　the

corresponding　elelnent　toα．　First，　letαbe　a　type　l　terln，　Fl（α）＝α（α）by　Lemma　6，　and　hence

F：～（α）＝α（α）．Therefore，　F2　contaills　a　type　l　termα’sllch　thatα’（α）＝α（α），　andα’｝α

（Lelnma　2．1）wllereα’is　the　corresponding　clement　toα’．　By，xssUIIIPtiO11α≠α’，　and　hence

・≠・’・Simil・・ly，　Fl　c・1・し・ins　a　typ・1t・・mα”・u・ll　thatα”（α’）一α’（α’）・・dα”〉一　a’（L，m、n。

2・1）whe・eα”i・the　c・rre・p・・di・9・1・…e・t　t，・α”・The・ef・1・，αi・i・cl・d・d　l・α”（L・mm・5．1）

sinceα”〉一αandα≠α”．　This　colltradicts　that　Fl　is　canonical　disj”nctive　forln．　Next，　letαbe

atype　20r　tyl）e　3　term∴F2（α）＝α（α）since、Fl（α）＝α（α）by　Lemma　6。　Tllerefore，　F2　contains

at　ieast　one　of　type　1～type　3　termα’such　thatαノ（α）＝α（α）．　Letα’be　the　corresponding

elemellt　toαノ．　Whenα’is　a　type　l　term，α△α’≠のby　Lemma　22，　and　Fl（α’）＝α’（α’）sillce

F2（・’）一α’（・’）by　L・mm・6・Theref・・e，　Fl　c・・t・in・・typ・1termα”・・1ch　th・tα”（・’）一α’（・’），

andα”〉・・一α’by　Lemma　2．1　whereα”is　the　corresponding　ele111ent　toα”．　Sinceα”〉一α’and

α△α’≠の，it　holdsα△α”≠の，　and　accordinglyαis　illcluded　i11α”by　Lemlna　5．1　and　5．2．　This

contradicts　to　the　agsuiliption．　Thlls，α’can　not　be　a　type　1　term．　When　a’is　a　type　2　or　type

3term，αトα’by　Lemma　2．2　and　3，1　and　we　can　show　silnilarly　that　FI　contains　a　type　20r

type　3　termα”such　thatα’》一α”whereα”is　the　correspolldillg　elcment　toα”，　Sinceα〉，α’

andα’｝α”，　it　lloldsα〉一α”，　alld　accordinglyαis　included　hlα”by　Lemma　5．2，5。3　alld　5．4，

This　contradicts　to　tlle　assumption．　Therefore，　all　telms　contained　in　Pl　exist　also　in　F2，　and

conversely，　any　ter111　in　F2　is　also　ill　FレAccordingly，　the　callollical　disjunctive　frO1110f　a　Kleenean

function　is　uniquely　de七ernユined．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

4．4 Minimization　for　Kleenean　Functions

III　this　section，　we　describe　millimization　fbr　Kleenean釦nctions．　A　minimal　fbrm　described　ill

this　sectioll　is　defined　as　fbllows，　and　lnotivated　by　Boolean　f　lnctio1）s　and　fllzzy　logic　fullctiolコs［9］

～［14］．

Definition　10　Let　F西eα4切？tnctive∫orm（ザαKleeneanノ冠πc翻oπ．　Tんeη，・F　is　5α乞4オo　beα

m励η・～勉m・ノFげ・nd・n～呵…tん…伽・」・撹d纏・c伽・加m蜘・1・ing　a・m・〃・r　t・孟・Z
n賜mわer　oノ醗εγ・α13　an〔l　con3tant．

　Note　that　a　millimal　f6rln　of　a　Kleenean　fullCtiOll　F　does　not　deterlnilled　uniquely　as　well　as

the　ca8es　of　Boolean　fullCt，iOlls　and　fuzzy　logic　f　lnctiolユs。　Letαbe　a　term，　thellαis　said　to　be　a

implicant，　of　F　if　aiユd　ollly　if　F⊇α．　Moreover，　a　implicant　（v　of　F　is　said　to　be　prime　if　and　ollly

if　there　is　no　terlnα’sucll　that　F⊇α’⊇αandα≠α’，

Theorem　6　A　minimα1　form　ofα

implicαnts　o／F．

KZeeηεαπ加C伽・F　is　represented　by　dis」’uncti・n・〃痂ηθ

　Proof：Letα1＞，．．〉α3　be　a　minimal　fbrm　of　F，　alld　supposeαi　is　not　a　prilne　implicant　of　F．

Thelユ，　there　is　a　implicantαof∬such　thatα⊇αi　andα≠αゴ．　By　Lemlna　4　this　colltradicts　to

α1＞…　Vα8is　a　lninimal　fbrm　of．F．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

　From　the　above　theorem，

implican七s　of．F．

in　order　to　find　a　minimal　fbrm　of　F，　we　have　to　get　all　prime
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L・mm・7五・tF　b・・d伽幡・e勉π・・ノ・Ki・…α蜘・・オ蝋・nd・a　tん・・」・m・・オ・・・…1・・n吻

toαt？y2，81te7”mα・Tんen　F（α）≧α（α）＞1／2ザan〔i　onl？．ノ｛ゾ孟んε7・εisαt？Jpe　l　teγアrtα’in　F　5？↓cん

伽‘α’⊇α，

　（ProO／is　O7nitted）

Th…em　7五・オFδ・・・…乞・・」爾・n・伽・知・m・∫・κ1・・n…抽顧・・．　T厩・鞠オ卯・1

t…呵Fi・αP翻e吻1’i・α痂ノF・0・・…吻，げ・t〃P・1‘・rm・i・α加m・吻li・α・lt・ノF，オん，n

it　is　sure孟oαppeαr　in　F．

　1）rooノ月⊃et　suppose　a　type　l　terlnαin　F　i8　not　a　prirne　ilnplicallt　of　F．　Then　there　is　a　type

ltermβ・・ch　th・t　F⊇β⊇α・・dβ≠・・The・ef・・e，　F（b）≧β（b）＞1／2　f・・the　c・rre・P・ndi・g

element　b　ofβ．　Thus，　by　Lemma　7　tllere　is　a　type　l　termβ’in　F　g．　uch　thatβ’⊇β⊇α．　Theref（）re

・i・i・c1・d・d　i・β’，・nd　thi・c・nt・・di・t・t・Fis　c・n・・i・・l　di・j・n・lti・・f・rm．　C・11v…ely，1・t・typ・

1termαbe　a　prime　implicallt　of　F　and　letαthe　co1Tespolldillg　element　toα，　Then　tllere　is　a

type　l　termβi11・F　such　thatβ⊇αfrom・F（α）≧α（α）＞1／2　and　Lemma　7，　Sinceαis　a　prime

implicallt　of　F，α＝β．　Tllerefbre，αexi8七s　ill　F，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

　From　tlle　above　theorem，　we　can　easily　find　all　prilne　implicants　of　F　which　are　type　l　terms．

Namely　each　type　l　terms　existing　ill　canonical　disjunctive　form　of　F　is　prime　ilnplicant　of　F．

Therefore，　it　comes　illt，o　question　t，ha七how　to　find　prime　implican七s　of　F　whicll　are七ype　2，0r

type　3，　tel’111s．

Definition　ll　Letααndβbe　terms　on　1’1，…，ωn，　Tんεconsensus　oノαandβisαtype　2’or

t〃P・3’t・rm　d・fined　as　foll・ω・仰・・卿・I　C。β　mean・α・・t　・f　all・・n・・n・u・・ノα・・4βノ．陥…

仇・廟・厩・bl・Xi…ん仇・オα＝・ぎα・（～婿⊇αo）・・dβ＝～婿β・＠l　zfi。），ωん・…歪m・α・・

oneo／X’i　or～1’i

θノ1アα0・βOisαtype　l　term，　then　1／2・α0・β0∈0αβ

r2ノ写α・・β・i・吻P・2’・r・t〃P・3’t・㎜，　th・・α・・β。∈0。β

（3？　0αβ　is　given　only　b3ノ（1）　αndピ2ノ

　Ally　repeated　literals　are　removed　from　the　consensus　ofαandβ，　and　its　constant　is　minimum

of　that　ofαandβ．

Example　10五eオαand　fiδεtern｝εon　x　and　y。

ω既eπα＝コじ～〃・πdβ一3／4～xy，0。β＝｛・～・，　I」～〃｝，

ピ2ソWhenα＝2’2J　andβ＝x～y，0αβ＝｛1／22・｝，

（3？When…　・x　・nd・fi＝～ω，σ。β＝｛1／2｝，

（4）Menα＝・1／4x～yandβ＝ZIJ，0αβ＝＝｛1／4x｝，

Lemma　8　Let　a　and　fi　be　terms．　Jf　7∈0αβ，　then　or⊆αVβ，　that　is，αVβV7＝α〉β。

　（PrOO／is　omitted）
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L・mma　9　Let　F一α1＞一・Vα・b・・鋤凱・tiv・form・∫・幻eεπ・α・加伽πF・nd　t・孟β＝
β1V…　〉β’be　canonicαl　d！歪碩包ηc孟勿e／b7m　oノαterm’β・乃f　there　isαtermβゴ（ゴ＝1，．．，，t）ノbrα〃

termsα蛋（iニ1，一・，8）sucんth　a・tαf　Zβゴ，　then　Fコβ，

　ピ乃’OO／Z“S　omitte（1？

Th…em　8五・t　Fニα1＞…〉α・δ・・伽・侃・伽・form　of・Kl・・n・an　f・t・励侃．

爾・翻ゼ・η伽〃励n・卿licants・ノFげ・nd　・nly　if
Then，．F’is　the

ω・・te・禰・・～幽吻・”Ler・t・・rn・th・at・i・，α・⊇αゴf・・α〃歪，漁ゴー1，＿，・・繭≠ゴ）

　　　and

ピ2ノ伽c・・3ε・・U・・∫・・シ伽孟・㎜・（1・3ε・・t・謝・r・i・　in・’1・d・伽・n〃・孟ん・r孟・”噛（乞一

　　　1，＿，s），

P…f；1七i・evide・t　that（1）and（2）h・1d　whcl・F＝α1＞＿〉α。　i・di・jun・ti・n・f　all　p，im，

implicant，s　of．F，　Conversely，　let　assiime　F＝α1＞＿〉α3　is　not，　a　disjunction　of　all　prime　implicants

of　F　when．F　holds（1）and（2）．　This　means　one　of　the　following　relations　holds．

（a）aprime　implicant，αof　F　does　not　apPear　inα1，．．．，αs，or

ω）aterlnα｛（i＝1，．．．，8）is　llot　a　prime　implicant　of　F，

First，　assume（α）holds，　then　it　is　impos8ibleαis　a　type　l　tenn．　Becauseラthere　is　a七ype　l　terln

αi（i＝1，．．．，8）in　F　8uch　thatαi⊇αsince　F（α）≧α（α）＞1／2　and　Lemma　7　whereαis　an

element　corresponding　toα．　The　relationαi⊇αis　equivalent　toαi＝αsinceαis　a　prime

impli・a・t・f　F・Therefo・e，1・t・・PP・・eαi・・typ・2’・・typ・3’，　a・d　l・tα一ひα。　where　c（≦1／2）

is　a　cons　t，　an　t　alldαo　is　prodllcb　of　literals．　It　nlay　be　possible　to　add　some　liter乱1s　toαo　if　their

nega七ions　do　not　exist　inαo，　fbrming　a　termβwhich　still　llas　tlle　property　thatαf　Z　cβfor　aU　i

（i＝1，…，・）（i・e・aliter・1婿…b・・dd・d　t・α・if…i・bl・…d…n・t・xi・t　inα。）．　Fi・・lly，　w，

can　get　a　termα6丘omαo　satisfying　the　f（）llowing　conditions，

C・nditi・n　1：αi　Z　cα6　for　all　i　（iニ1，＿，8）．

伽伽・2・F・…yp・ssibl・x・there・・eαゴc・md・・k　such　th・tαゴ⊇・ψ、　andαた⊇・α6～x、

　　　　（ブ，ん＝1，．．．，8alldゴ≠k），

食・1n伽伽・2，　th・t　i・，げ嘱⊇・α6・where　d－・・i・（・ゴ，・・）・lf♂・1・l　i・a・typ・2’・・typ・3，

term　thell　iむis　a　consellsus　ofαゴalldαle．　In　accordallce　with　the　assumption（2），　there　is　a　term

・t（オ＝　1，．．．，s）・u・htl・・tα・⊇・’α1　ak・The・ef・・e，α・⊇・α6　h・1d・，　h・w・ver，　thi・is　c・nt・・di・t・・y

t°0・・伽・・1・If・’α3・・2・　i・・type　l　term　the・1／2α1α髭i・…nsenslls・fαゴ・・d・、．　Since

r≦1／2・・dthe・ssumpti・n（2），α・⊇1／2喚に・αも1・・ld・f…s・me雄一1，．．．，・），　a・d　thi・

1s　contradictory　to（フondition　1．　Therefbre，　Ilo七ermαご（オニ1，＿，8）includes　any　collsensus　of

αゴandαk．，　however，　this　is　contradictory　to　the　assumption（2）．　Thus，　all　prilne　implicallts　of

F・pP…inα1，…，α・・N・x七，・…m・（b）h・1d・，　then　there　i・ap・im・il・・pli・antαゴinα1，．．．，α3

snch　thatαゴ⊇αf　since　all　prime　implicants　of　F　appear　in　ai，．．．，α8　from　the　above　discussions．

Tllerefore，αゴincludesαゴ，　and　t，his　is　contradictory　to　the　a8sllmptiol1（1）．　Thus，　F＝α1＞…〉α3

旦sthe　disjunction　of　all　priIne　implicants　of　F．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
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　From　Theorem　8，　we　llavc　the　followillg　algoritl11n　to　find　all　prime　iniplicant，s　of　a　Kleencan

ft111CtiOll　F　whicll　is　a　disjunctive　fbrm．

Algorithn？，　A

Step　1：Remove　ally　terl：n　that　are　included　ill　a、11y　other　term，　and　lctα1，．．．，αs　be　remailling

　　　　terms．

Step　2：Find　all　of　the　consensus　of　any　two　termsαゴandαゴ（i，．ブ　＝　1，．．．，8）If　no　consellsus

　　　　exists，　then　ill　Step　4，0therwise　ill　Step　3．

Step　3：Construct　the　disjunctive　form　frolnα1，．．．，α8　alld　all　of　the　consensus　getting　in　Step

　　　　2．If　any　consensus　is　illcluded　ill　one　ofα1，．＿りα5，then　irl　Step　4，0therwise　ill　Step　1．

Step　4：The　remaining　terms　are　all　of　the　prime　implicants　of　F．

Definition　12五etαδeαprime　implicant　o∫αKleenean　function　F　then　it　is　sai（I　tんαオαisαn

ε53e漁」伽e謝3α1♂繍伽～妙㎜げF・0・nver吻，　c・　sαid　to　be　an　unessential　ifα　al・es・n・t

e．Tist　an雪min伽mal　f‘）rm（ゾF．

Theorem　9写αtype　l　termαisα加me伽ゆlicant　oノαKleenean　junction　Fオんeπα¢8αn
essential　one．

　Pro（功Let　F＝α1　V…〉αs　be　a　millimal　fbrm　of　F　and　let　a　type　l　termαbe　a　prime

implicant　of　F．　Then　F（α）≧α（α）＞1／2　whereαis　the　corresponding　elelnent　toα，　and　by

Lemma　7　there　is　a　type　l　termα，（iニ1，＿，8）such　tllatαi⊇α，　This　impliesαi＝αsinceα

is　a　prime　implicant　of　F．　Therefbre，αis　an　essential　one。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Th…em　10五・t・tY2，ε1t・rm・a・π4β，・nd・t・ype　2’・吻pe　3’t・rm・7卿励・吻1蜘πオ・・ゾ・

κ1εεπεαπ加伽πF．砺is　a　c・nsenSUS　Of　a　and　fi　then　ty　is　an　unessential・ne．

　Proof：By　Lemma　8αVβ⊇7，　and　by　Theorem　9αandβare　essential，　Theref（）re，7is　an

UneSSential　One．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

エ・mma　10五εオαδe吻P・2・r　3・term　and・aニ（α1，＿，・。）be　tんεc・rresp・nding・～・ment　t・

α＝αα㌦厩・i・オん・c・n・オ・nt卿eα吻伽ααπ4α’i・α　minterm　wん・nαis　typ・2・nd

αcomplementαry　minterm　wんenαis　type　3．∬βニδβ’ωhere　b　andβ’are，7・espectively，　tんe

eonstαntαndαtermαppeαring伽β，　isαnαrbitrαT3t　te7・7几，　tんen

rη1〃henαisαtype　2　term，α⊆βげαnd　onlyげα≦bαπdβ’（α）＝1，

r222〃んenαisα吻pe　3　term，α⊆βifαnd　onlyげα≦δand　6’（α）≧1／2，

P吋Fi・st・・PP・・eα1・a　typ・2term，・・d・≦ひ・11dβ’（・）－1．　L・tβ’＝イ・．一・硝wlle・e

…h・ダd…t・…e・fxi，～x、，．xi－xi・・1，・・d　1・t・一碍1・＿・岨・・．　The・・，　i…der　t。　keep

the　conditionβ’（α）＝1，0ne　of　the　fbllowing　relatiolls　has　to　hold長）r　every乞＝1，．。．，n，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4＝卸・1whenα、－0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・ダ＝1　when・、＝1／2・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・ダ＝・・、・・1whe・αi＝1，
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Tlleref・・e，礁⊆・価・・y　i，・・d・thi・ilnpliesα’⊆β’．　Acc・，di。91y　w，　ll、。，α⊆βf。rm。≦b

alldαノ⊆βノ．　Conversely　supposeα⊆β．　Tllen　it　is　evidcnt　a≦b，　and　moreover　we　llaveβ’（α）＝1

byα’（α）＝1andα⊆β．　It　h　，as　been　shown　tlle　proof　of　the　lemllla（1）．

N・・ts・PP・・eαi・・typ・3term，・・d・≦b・・dβ’（・）≧1／2．　L・tβ’一・，f・＿・㌶wllere　e・・h

・ダd・n・tcs・ne・f・x・，一（1・i，・i－・i・・1，・・d　l・t・＝・71－・・需・．　The・，・il…d・・t。　keep　tlle

conditionβ’（α）≧1／2，0ne　of　the　following　relations　has七〇hold　for　evcry　i＝1，．．，，n．

・ダ＝～・、・rl　　　when。ド0，
・ダー・・，一脳、叫…　w1・e・・、－1／2・，

・ダ＝・、・・1　　　whe。α、＝1，

The・ef・re，・野⊆・ダf…ny・i，・・d　thi・impli・・α・⊆β’．　Acc・・dillgly　w，　h。。，α⊆伽m。≦b

andα’⊆β’・Conversely　suPposeα⊆β．　Then　it　is　evidentα≦b，　alld　moreover　wc　obtain

β’（α）≧1／2byα’（α）＝1／2　andα⊆β．　It　has　been　shown　the　proof　of　tllc　lemlna（2）．

　Tllis　completes　tlle　proof　of　the　lemma．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Theorenl　ll　Letα1＞＿．Vαs　be仇εcanon，icα1西の包πc孟勿εノbrm　oノαKleenean　function　F，αnd

letβ1　V…　Vβεゐeαmin‘iTnal／brm　Oノ「F・Then　eαcんmintermαε（i＝1，．．．，s）is　included　in　50蹴e

product　terγn」βゴ（ゴニ1，．＿，オ）．

　　Proof：First　supposeαi　is　a　type　l　term，　and　letαbe　tlle　corresponding　elernent　to餌．　Then

F（α）＝αi（α）by　Lelnlna　6，　alld　this　implies（β1＞．＿Vβ∂（α）ニαi（α），　that　is，　tllere　is　a　type

lt・・mβゴ・uch　that防（α）＝αi（・）・Thi・m・a・i8　tl1・t・＝b・・d拷（α）＝1where・a・d　b

are　constant，s　apPea・ring　inαi　andβゴ，　respec七ivcly，　and　fiS・is　a　silnple　terln　aPpearillg　i11βゴ．

Accordingly　by　Lemma　2．1　we　haveα｝b，　alld　tllerefbre　by　I、elnma　5．1α歪⊆βゴ．

　Next　supposeαi　is　a　type　2　term，　alユd　letαbe　the　corresponding　element　to　ai。　Then　by　Lemma

6F（α）＝αi（α），　and　therefore　there　is　a　type　2’or　type　3’termβゴsucll　tllatβゴ（α）＝αi（α）．　It

is　impossibleβ∫is　a　type　3’term，　Becallse，　letβ1」〉．．．〉，8（h　be　the　canonical　disjtmctive　form

ofβゴ，　that　is，　eachβら（1＝1，＿．，q）is　a　type　3　terln．　Then　byβノ（α）＝αi（α）there　is　a　term

βらsuch　tllatβら（α）ニαi（α）・Tllis　impliesβ1ゴ（α）＝1／2　whereβ1，　is　a　comPlemelltary　111illterm

appearing　illβら，and　tllerefbre　by　Lelnlna　3．1　we　obtail1α｝bfor　tlle　corresponding　elenient　b

t・β1プSincc・∈V・”，・〉一　b　impli・・α＝b，　a・d・thi・c・・t・adl・t・t・b∈瑠一理’‘．　The・ef・・e，β∫i・

never　type　3’terln。　Wllel1βゴis　a　type　2’terln，　then　obviouslyα＝δwhere　a　and　b　are　constant，s

灘器欝猛灘器差臨6．購趨1階蟹「11’apPea「i”g　i1’　fi・’・　thel’

　Finally　supposeαi　is　a　type　3　term，　and　letα1）c　the　corresponding　clemellt　toαi．　Tllell

F（・）一αi（α）b・L・mm・6，・nd　the・ef・・e　there　i・c・・t・yp・3’t・・m　6」・su・11　th・t防（・）一αi（α），

Tlli・ilnpli・・th・t・－ba・dβ1（・）＝1／2　whe・e　a・・nd　b・re・・nst・・t・・pP…i・g　in偲・dβブ，

respectively，　and拷・is　a　complementary　term　appearing　in　6ゴ．　Therefbre　by　Lemma　10．2　we　have

αi⊆δゴ・

　From　the　above　we　have　been　shown　the　proof　of　the　theorem．　　　　　　　　　　　　　　■

　Any　type　l　term　of　canonical　disjullctive　fbrm　of　a　I〈leenean　fullctioll　F　is　all　essential　prilne
る

lmplicant　of　F　from　Theorem　8　and　9，　Moreover，　ill　order　to　find　a　millimal　form　of　a　Kleellean

functioll　F，　it　is　not　necessary　to　make　a　consensus　of　a　pair　of　type　l　terms　f士om　Tl｝eorein　10．

Therefore，　we　have　tlle　following　algorithln　to　filld　a　millimal　form　of　any　Kleeneal｝function　F

which　is　a　disjunctive　form．
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A　lg・7’ithTn　B

Step　1：By　generatillg　consensus　of　ally　two　terlns　whicll　are　not　both　type　1，　find　all　prime

　　　　implicantsα1，＿，α8，　which　are　type　2’or　type　3，，　of　F，

Step　2：Expalld　to　ca，11011ical　disjmlctive　fbrm，　and　letβ1，．＿，βゴbe　type　l　terms　and　71，，。．，ッん

　　　　type　20r　type　3　ternls．

Step　3：Filld　a　millimal　groupαi，…　，αl　fromα1，一．，α3　such　thatα～V…　〉αf⊇71＞…　〉・γた，

Step　4：Fニβ1　V－・〉βゴVα～V…　〉αl　is　a　lniIlinlal　forIn　of　the　given　Kleenean　function　F．

　By　Theorem　l　l　SteP　30f　Algoritl11n　B　corresponds　to　the　111inillmm　coveri1191）roblem　for

Boolean　fi111CtiOllS・Tllerefbre，　Step　3　is　solved　by　usillg　tables　Iike　Boolean釦11ctions．

Example　11五eオα4－vαriable　5－val？Led　1（leeneαn　function　Fゐε

　　　　　　　　　F　　＝＝　　～x2～x4＞3／4xl～ユ72～x3＞～xlx2x4＞1／2xl～x2x3x4V

　　　　　　　　　　　　　　　～2’lx2x3～x3～ユア4＞1／4xl～xl～x2～x3x4　Vxlx2x3x4～x4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’Cαnonical　diSj’unctive　fo7rn．

、4minimal／brm　O∫F歪5／b？〃zdα8　f‘）〃oω3，　BiJ　Step　10∫〆1　JgOγ励1～，m　B，？θeんαve　p7・乞γπεimplicants

Of　t？Jpe　2’or吻e　3’denoted　belOi〃，

　　　　　　　　　　1／2ユ｝1～x2x3，　　1／4xl～xl～x3，　　1／4コじ1～xlx4，　　1／4コcl～xl～x2，

　　　　　　　　　　X3　～X3　～X4，　　　　　　X2×3～X3，　　　　　　　　X4　～X4，　　　　　　　　　X2　～X2，

　　　　　　　　　　X1　～XIX3×4，　　　2｝1～Xl～X2×3，　　　〔む1　～a｝1×2×4，　　　　　・T1（C3～二君3・

We　get〃leプb〃・ωing　6　minimα1　forms〔ゾFδ〃伽伽9α禰痂1吻r・吻加？η　Tαble　4，3，ωhere　in

Table　4・3α1，α2，α3αn〔オα4〔ienote　1／2xl～x2x3x4，～xlx2x3～x3～x4，1／4xl～2’1～2’2～

x3x4αnd　XiX2x3x4～x4，　reSl，ectively，ωん齢αre　type　2・r　3　terms　appearing　inオんe　cαη・耽αZ

爾uπc伽e妙糀．

　　　　　　　　F　　＝＝　　～ユ｝2～x4＞3／4xl　～x2～x3＞～xlx2x4＞1／2xl　～x2x3×4～x4＞

　　　　　　　　　　　　　　｛鷲劉v騰際霧｝

Tんe孟ε撒3コじ1～ωlx3．T4，　xl～xl～x2x3，　xl～xlx2x4，　XIω3～x3，αnd　x2～ω2αre　unessential

pm°π面卯’icαnts．

4．5 P－Type　Logic　Functions　in　Kleenean　Functions

Definition　13　Let　F1αnd　F2　be　Kleeneanノ牝πc翻oη13．　lt　is　sαid　that　Fl　and　F2　a「e　V2幽e卿勿α」ε痂

乞ノF1（α）＝＆（α）∫・r・alt・elem・痛α・｝f　V，T㌧侃曲e伽・孟・面・F1駕E～．　Vと，（F）i・d吻・d　a・α

5e‘・ノα〃κ」εεπε侃加C孟客・π3翻Cんαre　Vう一eqiLivalent　t・ακJeeπeαπ加C伽πF，

Definition　14　Let　F　beαKleenean　function，　and　considerオん8　fol～owing　Booleαnノ～Lnct‘ion∫5’

ー
ム
0

ー＝）＠ゐ
F（α）≧s／（m－1），

otherωise

where・a∈V2nαnd・s＝1，＿，m－1．五ε醜be・tんe伽勉励むゆ・m・ノαゆ加ε伽」疹cα傭帽ん・

sense（ザBoolean／henctions　oノ∫3・　A／itnctionξ3　is　de／ine‘1αKleeneαn／llLnction　rep7・esented　by　”占ε

1・gic　f・rm・1α　fl．
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Table　4．3：Prime　Implicants　Table　of　Example　11

α1 α2 α3 α4

1／2餌1～鉛2鉛3 》
1／4の1　～濫1～τ3 4
1／4釦1～記1∬4 4

1／4偲1～∬1～ω2 》

記3～欝3～Z4 4
¢2Z3～Z3

〉！

の4～の4 》

皿1～餌1Z3の4

∬1　～　の1　～272∬3

偲1～①1餌2¢4

銑コじ3～ω3

ω2～∬2

　Note七ha七the　above　Kleenean　func　t・ions　Es　whose　domaiiユrestrict，s　to　V3n　is　P－type　logic　flnctions

ill　B－ternary　logic　fullCt，iOlls（P－type　B－terllary　logic　f　l11ct，iolls，　for　short，）［3］．　Here，　all　n－variable

B－ternaryユogic　function　is　a　mapPing　from　V3n　to　V3，　wllicll　is　represented　by　a　logic　f｛）i’1’iiula

consisting　of　collstant，s　O，1，　alld　variables　xl，．．．，xn，　and　logic　operations　AND（・），　OR（〉）and

NOT（～）．　Therefore，　B－ternary　logic　functions　are　special　case　of　Kleenean　functions．

Exampl・12五・t　F1　・nd　P2　b・κ～ee・・απ加・伽・・u・励・t　Fl＝1／4～堀2　V　3／4・1　V・1～・’2，

F2＝1勘V1／2xl　V　3／4・1　2・2　V　XI～・2＞～xl・2～・’2，ωん…m＝5，　T・bl・4．4・nd　T・bl・4．5

・ん・・〃t・utんt・bl・・げFl　and・F2　respecti吻』・e・，　it・i・…i・！翻ごん・t　Fl　・F2．　M・…V・r，　Kleen，α。

functionsξ3（s　＝＝i・2，3，4ノ，ωhicんα7・e　givenノケ・07氾∬10r　F2　by　Definition　14，αreξ1＝a）1　V　x2，

ξ2：＝ξ3＝Xl，ξ4ニXl（」τ2，　respectively．

Table　4．4：Trutll　Table　of　jRI　of　Example　12

　飢2

閧P
0 1／4 1／2 3／4 1

0 0 1／4 1／4 1／4 1／4

1／4 1／4 1／4 1／4 1／4 1／4

1／2 1／2 1／2 1／2 1／2 1／2

3／4 3／4 3／4 3／4 3／4 3／4

1 1 3／4 3／4 3／4 3／4

　The　set　V3n　makes　a丘11ite　partial　orderillg　set　concerning　with　tlle　partial　order　relation＞レ．

Tlle　maximal　element　of瑠L　is（1／2，＿，1／2），　which　is　also　Inaximum．　The　number　of　millimaI

elemen七s　of］レ『is　2n，　alld　tlley　are　also　elements　of　1レ穿．

Definition　15　Letαわεαn　element（ザ聯，αnd　F　KIeenean抽ηc拓oπ．　Then，ωe　defineα＊αsα

set　・f　mi・im・1・el・m・nt・・a’・・ch・・a＞－a’，　th・・t・i・，α累一｛α’∈Vii　lα　〉一　a’｝．　F（α＊）i・・d・加84・・

α・set・・ノF（α’），　tんα醜F（α＊）＝｛．F（α’）1α’∈α宰｝．
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Table　4．5：Truth　Table　of　F：～of　Example　12

　猛2

蛯P
0 1／4 1／2 3／4 1

0 0 1／4 1／2 1／4 1／4

1／4 1／4 1／4 1／2 1／4 1／4

1／2 1／2 1／2 1／2 1／2 1／2

3／4 3／4 3／4 1／2 3／4 3／4

1 1 3／4 1／2 3／4 3／4

　ξ5is　the　same　representation　as　a　P－type　B－ternary　logic　fllnctiolls．　Therefore，　we　have　the

followin91emma　givell　in［3】．

L・mma　l　1　P蜘・B－ternar3t　1・gic加c伽5ξ，　sat’isfy　the　fo〃・w吻c・nditi・ns．

r1ノξ8（α）＝1げand　onl3ノげξ、（α＊）＝｛1｝

（2ノ　ξ，（α）ニO　if　and　only　ifξ，（α＊）＝｛0｝

（3ノ　ξ3（α）＝1／2　ifαnd　only　ifξ3（α＊）＝｛0，　1｝

ωhereα∈V3n．

Definition　16　A、Kleene侃foLnct’i侃Fis　sαid　toδεαP－type～ogic　funct’ion　tif　and　onl？」ザF’〉－F

ん・ld・for　a”・Z・m備F’・f　Ve，（F），　wh・r・・F’｝Fm・α・・ごん・t　F’（α）〉一　F（α）∫・r・aU・」・m幡α

of　v。1，

Lemma　12五et　FわeαK～eenean　functionαnd　Ci（i＝1，＿，m－1）Kleenean　fωnct・ions　given
from　F　by五）e！inition　14．　Then，ξ1⊇ξ2⊇．．．⊇ξm＿1．

　（ProO／is　omittedノ

Theorem　12五e‘凡beα1（leenean　functi侃・Tんen，　Fp篇1／伽一1）・ξl　V＿Vi／（m－1）・ξご〉

…　Vξm－1　乞51）－t3／2）e　logic／iLnction　sucんthat　Fp　N　R〕，　wんereξi（乞＝1，．．．，m－1）　are　Kleeneαn

functions　given．かom。Fo　by　Definition　14．

　Proof：First，　we　prove・Fp　z・Fo・Sl1PPose　Fo（α）＝i／（m－1）fbr　an　elemelltα∈レ号・．　Thell，

ξ1（α）＝…ニξ，（α）＝1andξ，＋1（α）ニ．．．＝ξm　－1（α）＝OfrOlll　Defi・litioll　14。　fherefbre，

F・（・）＝i／伽一1），t11・t　i・，　Fi・　・・　F・．　N・xt，　w・p・・v・tl1・t　F。　i・P－typ・1・gi・ft11・cti・・．　L，t

assulne、Fp　is　not　P－type　logic　function，　that　isうFl卜F，・for　all　elelnent　F　of　Veg（Fp），　This　means

tllat　there　is　at　lea8t　an　elementαsatisfying　one　of

（1）Fp（α）〉－F（α）and、Fp（α）≠F（α），　or

（2）F（α）and　Fp（a）are　Ilot　comparable．

First，　a£sllme（1）hold　and　let　Fp（α）＝i／（m－1）．　Ill　this　case　we　may　assumeαis　all　elemellt

of　V3n　without　loss　of　gelユerali七y　by　Corollary　2．（1）implies　one　of

（a）F（α）＞Fp（α）＞1／20r　　（b）F（α）＜Fp（α）≦1／2
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Table　4．6：011tput，S　of　F　for　Elements　of曜of　Example　13

の2

ω1
0 1

0 0 1／4

1 1／2 1

1101ds．　Sllppose（α）holds，　thel1ξi（α）＝1alldξゴ（α）＝1／20r　O　for　allゴ（ゴ〉の．　By　Lelmna　10

＆（αつ＝｛1｝andξゴ（α＊）＝｛0，1｝or｛0｝・Tllerefbre，ξゴ（b）＝1cxndξi＋1（b）＝Ofor　all　elemellt

bofα㌔and　by　Lemma　11ξゴ＋1（b）＝．．．＝ξm＿1（b）＝0．　Thus，　Fp（b）ニi／（m－1）．　On　the

other　lland・F（b）＞i／（？n・－1）fromα＞b・・b・This　contradicts　to　Fp　N　F。　Next　suPPose（b）hol（ls，

tllenξi（α）＝1／20r　1・By　Lemma　10ξf（α＊）＝｛0，1｝or｛1｝．　Therefore　Fp（b）＞i／（m－1）

sillceξi（b）＝1for　an　element　b　ofα率・On　tlle　other　hand，　F（b）＜i／（m－1）frornα》－b．　This

contradicts　to　Fp　su　F・　Fi℃ln　the　above（1）does　not　hold．　Secolld　assulne（2），　that　is，　one　of

tlle　following　relatiolls　holds．　Fp（α）＜1／2　and　1／2＜F（α），　or　1／2＜Fp（α）alld　1／2＞F（α）．

Whe11丘rst　half　holds，　Fp（b）〈1／2　and　1／2＜F（b）for　any　element　6　sucll　that　b∈α＊．　Tllis　is

contradictory　to　Fp　or　F．　The　later　half　is　also　contradictory　to　Fp　z　F．　TIlerefbre，（2）does　Ilot

hold．　Accordingly　Fp　is　P－type　logic　fu　llction　such　tllat　Fo　nc　Fp．　　　　　　　　　　　　　　　　■

Examp1・13　T・bl・4・6・ん・ω・オん・卿廊・ノα2一翻・ゐ1・κ～・・n・α・加・伽F　for　tん・吻厩・／

畔，wh・re　m－5・A・P－t・」P・1・gi・加伽F…翻ん・t　F。・・　F・is　Fp－1／4（．・’1＞x，）V1／2・・IVx12－‘2，

T・bl・4・7・ん・ω・t7’・th　t・ble・ノFp・H・・’e，　tん・・b…1・gi・加n・Ll・i・s’impl・ified　lik・Fp＝1／4・・2＞

1／2Xl　V　Xlx2．

Table　4．7：〔Druth　Table　of　P－Type　Logic　Rmction　1『p　of　Example　13

∬2

a1
0 1／4 1／2 3／4 1

0 0 1／4 1／4 1／4 1／4

1／4 1／4 1／4 1／4 1／4 1／4

1／2 1／2 1／2 1／2 1／2 1／2

3／4 1／2 1／2 1／2 3／4 3／4

1 1／2 1／2 1／2 3／4 1

　Let　the　truth　vale　1／20f　V3＝｛0，1／2，1｝represellt　a　indeterlninaしe　sしate　besides　O　or　1，　that　is，

a　norn）al　input　is　all　element　whose　component，s　take　O　or　1．　Now，　let　considcr　a　Kleenean　function

F，and　assume　F（α1）ニF（α2）＝1fbr　the　llormal　ilコputsα1＝（1，0，0）andα2ニ（1，1，0）．

Then　we　consider　an　inputα3＝（1，1／2，0）whose　secolxl　compollellt　is　indeternlinate　state．

What　value　should　be　assigned　to　F（α3）？Note　tlユatα1　alldα2　are　all　of　tlle　illputs　obtained

wllen　all　t，he　ambigllities　illvolved　i11α3　are　cleared，　t，hat，　is，　ol）t，ained　by　replacing　ally　1／2　illα3

witl100r　1．　If　we　asl　ign　1／2　to　F（α3）even　though　F（α1）＝F（α2）＝＝1，　then　we　can　say　that

solne　illformatioll　is　lost　ill　a　sense．　P－type　logic　fullctiolls　reqllire　that　F（α1）＝F（α2）＝F（α3）

111sllch　a　case，七hat　is，　we　can　say　that　they　are　Iくleei）e，ftn　ful）ctiOlls　whose　illformatio1｝loss　is

mllllmUm．
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Theorem　13　Let　Fi　and　F2　be　1）．type　log、icノ，unct、ions　in．Kleeneαn　foLnct’iθns．　Then，　Fl（α）＝

F2（・）f・r　aU　el・m・nts　a・∫Wげ・nd・nl・」・if　Fi（α）＝F2（α）f・r・・，〃・」・m・傭α・f　VS～．

　p7りof：Let　suppose　tllat　Fl（α）＝F：～（α）f（）r　all　elemelltsαof瑠z．　This　lneans　that　Fl　N．F2，むllat

is，　F2∈Veq（Fl）（or．F1∈Veq（F2））．　Tllen，　we　have　F21卜FI　because　Fl　is　P－type　Iogic　filnctiol1，

and　also　F2トFI　because　F2　i8　P－type　logic　fi111ction．　Therefore，　we　llave　F1＝F2．　The　converse

is　trivial・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

　From　Theoreln　3，　any　Kleenean　function　is　determined　uniquely　for　the　inputs　ofIV13”．　Moreover，

a，　ny　p－type　logic　fu　llCtiOll　is　determined　ulliquely　for七he　illputS　ofレ穿from　tlle　above　tlleorem．

Therefore，　by　Theorem　12　P－type　logic　function　wllicll　is　V2－equivalcllt　to　a　Kleenean負111ction　is

sllre　to　exist，　alld　by　Theorem　13　such　a　fi111CtiOll　is　ollly　one．

4．6 Conclusions

In　the　chapter，　we　described　Kleenean　functions　which　are　an　effective　mea1ユs　to　treat　ambiguities，

and　allllost　of　their　basically　propertie8　havc　been　cleared．

　Any　I〈leenean　function　call　be　determined　uniquely　fbr　all　assigmnellts　of　only　three　kinds

truth　vahles　O　1／2　and　l　to　the　variables（Theorcm　3）．　This　result　implies　that　the　number

of　n－variable　Kleenean　funct，ions　is　at　most　33”．　Actually，　tlle　mlmber　of　n－variable　m－valued

Kleenean　filnct，iolls　is　enumerating　unt，il　n≦3and　m≦8by　the　x’eference｛9】and【101，　and　the

following　table　shows　tlle　number　of　n－variable　m－valued　Kleenean　functions．

able　4．8：Nllmber　of Kleenean　F冤1nctio

　　η

1 2 3

2 4 16 256

3 11 197 129，615

4 18 436 413，454

5 35 2，807 73，846，955

6 46 4，102 103，628，502

7 77 181897 12，184，733，823

8 92 22，832 13，537，461，438
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Chapter　5

Stone　Logic　Functions

5．1 Introduction

111tlle　previous　chapter，　we　showed　some　propertics　of　B－ternary　logic　fllnctions，　regular　ternary

logic　fullCtliOllS，　fuzzy　logic　fi111Ct，iOlls　and　multiple－valued　I〈leencan　fullctiolls．　Ilowever，　among

tlleir　filllctiolls，　the　operations　min，　n？，a．x　and（1－）are　employed　their　logical　operations　AND，

OR　and　NOT，　respectively．　These　threc　kinds　of　operations　are　originally　based　on　the　set－

theoretical　operations　of　fuzzy　set　theory［52］or　logical　operatiolls　of　Iqeene’s　ternary　logic［16】．

As　tlle　result　by　employing　tlle　above　three　kinds　operations，　tlley　each　fbrms　sorrle　algebraic

system，　tllat　is，　a　Kleelle　algebra．　Kleene　algebras　are　obtained　by　replacillg　the　complerncntary

laws（x＞～xニ1alld　x・～x＝0）with　Kleene，s　law（x・～x≦？JV～2」）ollly，　and　therefore，

Kleene　algebras　are　weaker　thall　Boolean　algebras，　but，1〈leene　algebras　are　very　closeむo　Boolean

algcbras．　Indeed，　we　do　llot　know　tlle　existence　of　an　algebraic　system　between　a　Kleelle　algebra

and　a　Boolean　algebra．

　In　the　chapter，　we　describe　lmlltiple－valued　logic　fullCt，ions　ernploying　t，he　operat玉011s　min，　max

alld

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－x－｛占　：；集；8

as　tlleir　logical　operatiolls　AND，　OR　and　NOT．　Tlle　ullary　operation　r　con’esponds　to　tllat　of

G6dePs　temary　logic（see　Ta1）le　1．30f　Cllapter　1）．　However，　note　tllat　ft111ctiOl）S　described　ill

the　chapter　do　not　correspond　to　G6del’s　temary　logic　ag　looking　at　the　whole　system，　since

lmplication　of　G6del’s　system　can　llot，　represented　ill　the　terms　of禰η，　M（t・2－and　r．　Moreover，

the　una・y・pe・ati・n　r　is　als・・el・ted　witll　tlle　illt・ti・・istic　neg・ti・1・［43］，［44］．

　Fullctiolls　discussed　ill　the　chapter　are　called　Stone　logic　filllCtiOllS，　since　the　set　of　tlieni　fornls

all　algebraic　system　called　a　Stolle　algebra［2］．　A　KIeene　algebra　is　all　alge1）raic　system　satisfying

the　axioms　of　Boolean　algebras　excluding　the　complelnent，ary　laws，　but　Kleene’s　Iaw．011　the　ot，11er

hand，　Stone　algebras　satisfy　the　different　properties血olll　I〈1eene　algebras，1）ut　are　lnotivated　by

しhe　properしies　of　Boolean　algebras．　There｛bre，　Stolle　algebras　are　very　close　to　Boolean　algebras．

Likewlse　the　case　of　Kleene　algebras，　we　do　Ilot　kllow　the　existence　of　all　algebraic　system　betwecn

aStone　algebra　and　a　Iくleelle　algebra．

　The　chapter　aims　to　clarify　some　basic　properties　of　Stone　logic　functions，　First，　ill　Sectiol15．2，

we　glve　a　de丘11itioll　of　Stone　logic　functions　i1ユthe　term　of　a　logic　fbrmula，　then　some　propert、ies

of　St，one　logic　fullCtiOlls　appear　ill　the　secむion．　Especiallyラwc　will　sllow　that　they　arc　I｝10110tolle

for　a　partial　order　relation　denoted　by　tlle　symbol≦s　ill　the　chapter，　and　moreover　any　S七〇lle

logic　function　is　uniquely　determined　only　3－valued　inputs，　ill　spite　of　it　is　or1gil1紐ly　defilled　aLs
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all　infinite－valued　flmctions・In　Scctioll　5・3，　we　sllow　a　c（inonical　disjunct，ive　fbrm　which　allows

for　the　ulliclue　represc1）t？ltioll　of　any　Stolle　logic　filllCt，iOll．　A　1〕ecessary　and　sllfficiellt　colldition　for

Stolle　logic　fullCtiOlls　will　be　clearcd　ill　Sect三〇115．4　by　using　the　terln　of　the　partial　order　relatiol1

≦s・Millimization　for　Stolle　Iogic　ful｝CtiOl1S　is　discusscd　ill　Sect，ion　5．5．　Finally，　the　mlmber　of

n．variable　Stone　logic　fullctions　is　cleared　ill　Section　5．6，　and　it　closely　colmects　with　monotone

Boolean　filllCtiOlコs・Becallse，　the　lmmbcr　of　n－variable　Stone　logic　full（；tions　is　represented　ill　tlle

term　of　monotone　Boolean　functions．

5．2 Stone　Logic　Func七ions　and　Their　Properties

Let　y　be　a　set　sllcll　that［0，1］，　that　is，　V　is　a　closed　interval　O　to　1．　Tllen　all　n－－variable　funcむioll

is　a　mapping丘om　Vn　illto　V．　Here，　tlle　logic　operations　AND（・），　OR（〉）and　NOT（「）of　Boolean

functiolls　are　expanded　amollg　the　set　V　as　fbllows．

・・わ一mi・（a，b），・Vう一・…（・，の，「・一 oll髭；1

where　a，b∈V．

　An　n－variable　Stone　logic　function　is　defined　to　be　a　mapping　from　Vn　i11　t，　o　V，　which　is

represented　by　a　logic　folmula　defilled　below．

Definition　l　Logic／brnLulαsαre　defined　ind2Lctivelyα8／b〃oω3，

ω0・nstants　O，　1，　and・variαうles　Xi，＿，arn　are・t・gic　f・rm？・las。

r2ノ〃G・nd　H…1・gi・formul・s，　then（G・H），（σ＞H）αnd（「0）・…als・1・9ゴ・如・m・1。，．

r3ソTんe・nly　1・9ぎc伽m％～α3αγε卿επδ〃ωαπ4ピ2ノ

Definition　2／1　mapping　F：vn→Vrepresented　byαlogic／brmula　is　cα〃edαn　n－vαriαble

Stone　iogic／hznction．

　The　notiolレmay　be　often　omitted．　Hereafter，　fbr　short，　we　call　all　n－variable　Stelユe　logic

function　a　Stone　logic　filllction，　and　identify　a　Stone　logic　fullCt，iOll　with　the　logic　forniula　wllich

represents　it，　if　no　confusion　arises．　Ill　writillg　logic　fbrmulas，　we　assume　that　symbol　r　is　stronger

than・，　alld・is　stronger　thall＞．

E・・mpl・1Ti・・2一翻・δ～・～・9ゆ燃」・「「・・2・（「・’1＞・’2）・・郷・脇α2－・・励」・St・n・　1・gic

加吻・F＠1，・2）・翫（0，9，0．4）∈レ2F（0．9，0．4）＝「一〇．4・（「0．9VO．4）－1・（OVO，4）－0．4．

　Let　5　be　a　set　of　all　n－variable　Stone　logic　functions，　then（xll　algebraic　system〈5；・，〉，「，0，

1＞…ti・fies・aln）・・t・f・the　equati・n・ll・1di・g　B・・1・an　alg・b・・…d・Kleene　alg・b・a・．　The　f・11・wi・g

equations　are　properties　holdin95，　where　a，　b，　cin5　below．

1・α・b＝b・α，α＞bニb＞α（the　commutative　laws）

2・α・α＝α，α〉α＝α（the　idempotent　laws）

3・a・（b・c）ニ（α・b）・c，a＞（b＞c）＝（α＞b）＞c（the　a8sociative　laws）

4・aVα・b＝a，α・（αVb）＝a（the　absorption　laws）
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5．α・（bVc）＝α・bVα・c，αVb・c＝（αVb）・（α＞c）（the　distributive　laws）

6．「（α・b）＝「αVrb，一（α＞b）＝一α・rb（De　Morgan，s　laws）

7．0・α＝0，0＞a＝α（tlle　least　elemen七）

8．1・α＝α，1＞αニ1　（the　great，est　elelnent）

9．　α・一「α＝＝0

10．一「αVrα＝1

11．α・b＝oinユpliesα≦「b

　12，　一一一α＝一α

　The　equations　1～12　are　idelltical　with　the　axioms　of　Stone　algebras，　givell　ill［2］．　Thereforc

aset　of　Stolle　logic　fullCtiOlls　is　one　of　tlle　models　of　Stone　algebras，　and　this　is　the　reason　wlly

a負mction　represented　by　a　logic　fbrmula　is　called　a　Stone　logic　fllnctioll．　Noしe　thaもin　Boolea，n

algebras，　the　equations　r一α＝α，α・「α＝Oandα〉「αニ1（tlle　later　two　equations　are　called

tlle　complement，ary　laws）are　valid　instead　of　9～12．　Also，　ill　Kleelle　algebras，　the　equations

「「αニα，α・「α・（bVrb）＝α・「αandα・一α〉（δVrの＝b＞「b（the　later　two　equations　are　called

Kleene，s　Iaws，　and　tlley　are　weaker　conditions　for　complelnentary　laws）are　valid　instead　of　9～

12．

Def…nition　3ヱ｝θ哲αandδδe　elements〔ゾγ．　Thenα≦s　bげand　onlyザone　o／the／bllowing

coγL〔t’itionsんo『〔Z5ピsee　Figitre　5．1ノ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1？　a＝O　and　b＝0，0rピ2／0＜α≦わ≦1

傭卿απ‘led・am・ng　the　e～em8傭（ゾvnαS　f・ll・ω3．五eオα＝（α1，…，α，、）αnd・b＝（bl，…，う。）be

elements・ノ巴ごんeπα≦S　b　if　an面吻’げα≦Sδ乞勉απ寡確＝1，＿n）・

o●

1

0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Figllre　5．1：Partia10rder　Relation≦s

　Here，αand　b　are　said　to　be　comparable　to　each　other　under　tlle　relat，ion≦s　ifα≦s　b　or

b≦Sα，otherwise　not　comparable．

Ex・mpl。2五・t・al＝（0，0．3，0。8），α，＝（0，0．4，0．9）・nd・a3－（0，0．5，0，8）b・・」・m幡・∫レ3・

Then　ai≦Sα2，αnd・ai≦Sα3，　wんereαs・a2　a・nd　a3　are・n・t　c・mparable　t・eacん・tんer？m伽≦S・

Theorem　l　Let　FうeαStone　logic　function，　andαand　b　elements　o∫τ！箆・1アα≦s　b　then

F（α）≦sF（b）．
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　p？・eof：・It　will　be　shown　by　induction　co1｝cerlling　the　llullユber　of　logic　operatiol’is，　It　is　clear　t，hat

tlle　constants　O　and　1，　and　eacll　variableω1，．＿，a∫n　satisfy　the　t，heoreni．　SuPPoseσand∬satisfy

t，he　theoreln，　then（「σ），（σV∬）and（G・H）also　sat，isfy　tllc　theorem．　Because，0（b）＞Owhell

G（α）＞Ofヤom　the　asstlmptio11，　and　therefore　rG（α）＝「G（b）＝0，　Silnilarlyσ（b）＝＝Owhen

O（α）＝0，and　thercfore　rO（α）＝一σ（b）＝1．　Thus，（「G）satisfies　the　theorem．　Next，　we　sllow

（GVH）sa　t，isfies　thc　theore11ユ．　First　suppose　G（α）＝Otllenσ（b）＝0，　and　therefbre（σVH）（α）

二G（α）＞H（α）＝H（α）≦sH（b）＝G（b）＞H（b）＝（G＞H）（b）．　Next，　supPose　G（α）＞Othell

G（b）≧σ（α）＞0．If∬（α）＝Othell　ff（b）＝O，　and　we　llave（σ＞H）（α）＝G（α）〉∬（α）＝

G（α）≦sG（b）＝σ（b）〉∬（b）＝（G＞H）（b）．　If　H（α）＞Otllen∬（b）≧H（α）＞0，　and　we　Ilave

O〈σ（α）＞ff（α）≦C（6）V・U（b）・Tlms，（G　V　H）satisfy　the　theorem．（σ・珊is　proved　similavly．

顧

Example　3　Let　F＝xl＞「「xl　・　x2，α翻let（0．3，0．6）a，nd（0，4，0．8）ゐθetements　of　V2．　Then

（0，3，0．6）≦s（0．4，0．8）　andF（0．3，0．6）＝0．6≦sO．8：＝27（0．4，0．8）．

Let　V3　be　the　set｛0，1／2，1｝，　and　we　defillc　tlle　fbllowing　mapping　ffom　V　onto　V3．

Definition　4　Let　a　beαn　element　o／V・Then～Σεis　definedαs　follows，　where　O＜εく1（see

Figure　5，2ノ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…｛！／・li義

It　Cαn　be　expanded　int・オんe　set・vnα3μ・ω5．　Let・a＝（α1，。．。，α。）うe　an　e～ement・ノγηオんε面ε

ゴ84e伽εd勾（iii’e，＿，π証）・ノ瑠．

ε

鯛
α

1
／
2

一　　一　　，　　●　　鱒　　一

@　　　　：

@　　　　　：

@　　　　　：

　　　　　　　…　　　　　　　：　　　　　　　：

奄

0　　　　ε　　　1

α

Figllre　5．2：Mapping　dε（0＜ε＜1）

Example　4　Let　a＝（0．4，0，α6）．dε＝（1／2，0，1）when　E　＝O．5αnd～dε＝（1，0，1）whenε＝O．3．

Th・・rem　2五・t　F　b・α・St・n・～・9・i・加・伽・nd・・n・・1・m・nt・ノV・，　Th・・F（が）－F（α）εf…

an？」　vαlneε（0〈ε＜1），
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　p7・oof：・It　will　be　g，　hown　by　illdllctioll　collcel’11illg　the　nllmbe1・of　logic　operatiolls．　It　is　clear　that

む11e　collstalltls　O，1，　alld　each　va1うableω1，…ラ2｝㍑satisfy　the　theorem。　SllpPoseσand　ff　saしisfy

the　theorem，　thel1（rG），（θ＞H）（and（σ・、U）also　satisfy　the　tlleorem．　Because　if　G（α）＞Othen

禰ε一〇・i・ce－G（・）－0，・nd・G（－a・）－0・inceα・）ε一σ（－ae）＞Of…ll・（・＜・〈・）．

Ifσ（・）－Othe・－G（・）ε一1・i・ce－G（・）－1，・・drG（a・）－1，i。c，0（。）ε一σ（a・）－Of。r

allε（0＜ε〈1）．　Thus，（「G）satisfy　thc　thc・re・n．　Next，　we　sh・w（G　V　H）satisfy七he　the・rem．

First，・・PP・・e　G（・）≧H（・）the・G（・）ε≧H（・）ε・・d・fr・m　tlle・…n、pti・。　G（a・）≧H（π・），

Tlleref・rc，（G　V　H）（・）ε一〇（・）昭（・）ε一σ（・）ε一σ（π・）一σ（a・）〉∬（π・）一（σV功（石・）．

We　have　same　result　when　G（α）≦fi（α）．　Tlius，（G　V　H）sat・isfy　the　theorem．（G・ff）is　proved

siInilarly，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Example　5五eオα　Stone　lo∬icアunction　Fわεrepresented吻slLcんαlo9’ic　f‘）7vnula　xi　V　rlrr　z2，
・nd　l・オ（0．4，0．9）be・」・m・伽ノV2　・nd・E＝0．5．　Tん・・F（0、4，0．9）ε一而ε＝1・nd・F（蕊ε，σず）－

2？（1／2，1）＝1，

Theorem　3　Let　Oαnd　H　be　Stone　log’ic　f？Lnct’ions．σ（a）＝∬（α）ノbrα〃ele7nentsαof　Vn　if

and・吻ザσ（α）＝H（α）ノ‘・r・all・elements・a・ノv3n．

　Proof：　Lct　SuPPose　that　G（α）＝H（α）for　all　elementsαof　V3n　and　the　tlleorenユdose　not

llold．　Thell　we　can　assume　that　tllere　is　at　least　olle　eleinentαofγηsuch　thatσ（α）≠∬（α），

This　mealls　either　one　ofσ（α）〉∬（α）orσ（α）〈丑（α）．　Supposc　tlle　for111er　case　llolds．　By

The・rem　2σ（司＝G（α）ε〉∬（・）ε＝∬（が）f・・ε一（G（・）＋∬（・））／2，・nd　thi，　c・。t，。di，t，　t。

the（xssumPtioll　since～万εis　an　elemellts　of　V3n．　The　later　case　is　proved　8imilarly．　Collverse　is

triviaL　This　completes　the　proof　of　the　theorem．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Corollary　l　Letσand石r　be　Stone　log．icアlmcttions．　G（α）≦王f（α）foγ、　ever3～eiementα（ゾV3nザ

and　only　if　G（α）≦∬（α）∫ノbr　every　element　a　of　vn，

（The　proOf　is　omitted。ノ

Definition　5　Let　G　and、配be　Stone　logic　f？mctions．　Tんen．U’incl2tdesσ（o，¶Gis　Jincluded　in－Uノ

ガαπdoπ忽ifG（α）≦H（α）ノbr　everyε～ementα0／vn，　andωe　denote　it　as　G⊆∬（07・」H⊇0ノ．

In　accordance　with　Corollary　1，σ⊆Hif　alld　only　if　G（α）≦H（α）for　every　elenientαof　V3n．

5．3 Canonical　Disjunctive　Forms

As　discussed　iII　Sectio115．2，　any　logic　formula　representing　a　St，one　logic　func七ion　can　be　expanded

into　a　disjullctive　f（）rln（sllm－of－product　form）sincc　the　idemPotellt　laws，　the　absorptiol1工aws，

tlle　distributive　laws，　and　so　on　are　valid　ill　the　logic　fbmmlas．　A　disjlulctive　foml　of　ally　St，olle

logic　ft111CtiO1｝，　however，　dose　llot　determine　uniquely，　In　this　sectio1ユwe　describe　a　canonical

disjunctive　forln　wllicll　enablcs　us　fbr　uniqttely　representation　of　any　Stone　logic　fullction，　alld

this　form　corresponds　to　nlint，erm　expressions　of　Boolean　fullCtiOllS．

　Avariable　x，　a　nega，tioll「x　or　a　double　negation　r「x　is　called　a　l’iteral．　Note　tha尤the　double

negation　law　r「x＝xis　not　valid，　but　the　equation「「「x＝一x．　A　conjmnction　of　olle　or　more

literals　is　called　a　product　term，111　any　produc七termα，　it　is　assumed　tllatαdose　1ユot　colltaill

two　or　more　deferent　literals　siniultaneou81y　for　each　variable　appearing　ill　it．　Because，　a，　ny

repeated　literals　are　relnoved　from　the　idelnpotent　laws　and　the　equations　x一一z’＝z－，　x一x＝O

and　rx「「x＝Ostand　always　true．　If　a　variable　x　does　Ilot　exist　ill　a　product　termαthen
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む11e　relationα＝α（「x＞「「x）＝α「x＞α「「x　llolds　since　rx＞「「ω＝1stallds　always　trlle．

Thcrefore，　any　product　termαcaユ｝expand　illto　a　disjunct，ion　of　prodllct　terms　aPpearing　all

variables．　Hereafter，　a　prodllct　tenn　appearing　all　variables　is　called　a　minterm．　Thus，　ally　Iogic

formula　represellting　a　Stone　logic　functioll　F　can　always　be　expanded　illto　the　disjunctive　fbrm

F＝α1＞．．．Vα3　whereαi　is　a　millterm．

　In　the　fo110wing　i七is　assllmed　that　any　disjumctive　fbrln，F’＝α1　V．。．Vαs　whereαf　is　a　product

terln　s（1tisfies　the　propertyαゴ⊆αゴfor　all　i，ブニ1，．．．，ssuch　that　i≠ゴ．

Definition　6　Letα＝（α1う…，αη）ゐεαn　element　oノ「レ『，　Tんen漉εεlementαco7Tesponds　toα

minterm　a＝xS’㍉．．・a；；1》オんeμ・痂9　C・nditi・η励げ・r　ever3t　i．

・野

　Obviouslyα（α）＝1　and　there　is　one－to－one　correspondence　between　minterms　and　the　element，s

of曜L・

Example　6「xl「「x2x3　and「xl「「x2「「2’3　respectiv吻co7nrespond　to（0，1／2，1）α媚（0，1／2，

1／2）　ザオんe写　αγ゜eminterms　on　vαriables　x’1，αコ2　and　x3．

　In　the　relation≦s，　if　elements　a　and　b　of　V3　are　comparable　to　each　other，　then　there　is　the

greatest　lower　bound　of　a　and　b，　otherwise　there　is　llot．　We　will　write　the　greatest　lower　boulld

ofαand　b　asα△sb，　and　if　it　dose　not　exist　then　wriしe　a△sb＝の．　This　can　be　expanded　all）ollg

▽bn　as　f（）llows．　For　two　elementsα＝・（al，＿vαn）and　b＝（bl，＿，bn）of　V3n，we　defineα△sb　as

（α1△sb！，．．．，an△sbn），　and　if　ai△sbi＝のfbr　some　i（i＝1，．．，，n），　tllen　define　it　asα△sb＝の．

Example　7五eオα1＝（0，1，1／2），α2＝（0，1，1）and　a3＝（0，1／2，1）．　Tんenα1≦sα2，α3≦sα2，

wherea5α1　αndα3　αre　not　compαγ「αble　toεαcんoオんε7噛．　Howeむer，α1△Sα3＝（0，1，1），αnd　especially

α1△Sα2＝α2αndα2△Sα3＝α2．

Lemma　1五εオα＝（α1，＿，α。）δθ卿element　o／V3n　and・a　tんe　corresponding　minterm　to　a．

E・r　any　element　b　＝＝（う1，。．．，b。）・ハぽ

ωα（b）＝1if　and　o吻ザα≦s　b，

周α（b）＝1／2　if　and・nly　if　a　9s　b　and　a△sb≠の，

ピ3ノα（b）＝Oif　and　only　if　a△sb＝の．

　Proof：α（b）＝1if　and　only　ifαで：＝δゴfor　all　i　such　tha七αぜ＝Oor　1，　and砺≦sδf　for　allゴsuch

thatαiニ1／2．　Therefore，（1）is　true．　Next，α（b）＝Oif　and　ollly　if　there　is　at　least　one　i　such

that　bi≠Owhenα‘ニ0，0r　bi＝Owhenαゴ≠0．　Therefbre，（3）is　true．（2）is　derived　directly

丘om（1）and（3），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Lemma　2　Letα　andβ　b・煽漉㎜8，　and・a・and　b・the・c・rresp・nding　elements・ゾV3n，　r・・P・ctively．

Thenα≦s　bげαnd　oπ勿ザαvβ＝α，仇α孟is，α⊇β．
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　Proof：Letα＝（α1，…　，　an），　b＝（bl，…　，　bn），α・＝忽呈ユ・・…　ω猛”andβ＝嬬1・．＿・cg、n．

Fi・・t　s・pP・・eα≦s　b・tl1・t　i・ai≦・b・・f・r　all　i（i－1，…，・z）・Tlli・iml・li・・璋⊇鎗f…11　i

（’i＝1，・一，　7z），　and　tller（｝foreα⊇β・Next，　supposeαVβ＝α，　a、nd　this　ilrlpliesα（α’）≧β（α’）for

all　elementsα’of瑠L・Thus・α（b）≧β（b）＝1and　we　havcα（b）＝1．　Therefore，　by　Lemma　1，1

we　haveα≦s　b・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Definition　7・びαStone　logic　ju，nction　F　is　represented　blJαlogic　fo7ynulαF＝α1・．．．・α8，　tんeγ乙

幽・α溜・・オ蹄縮んec…ni・α埴蜘励・・／・ryn・wh・re…r・J・ai（i＝1，．．，，・）盛・α漉‘，r，n

αη4α湿αゴ∫071α」砿ゴ5？zcんオんat・i≠ゴ．

Exampl・8Tん・・αn・耽・」d乞卿・伽・知㎜・ノ・3－v・ri・bl・St…1・gi・junction　P＝（「「・1＞
ω2）2’3is　obtαined　as　fo〃OWS．

F　＝＝ （「「X’1＞X2）ω3

「「2｝1x3Vx2x3

「「Xl（一x2＞「「x2）x3・V（「Xl＞「「a，1）x2×3

rrXl「X2×3＞「「Xl「「τ2×3＞「Xl・．T2．T3＞「「Xl：V2×3

「「Xl「X2×3＞「「Xl－「「X2×3＞「¢1×2×3

H…，（1／2，0，1），（1／2，1／2，1）・nd（0，1，1）・・rre　sp・繭・「「・lr・’2x3，一一，・1「一・’2・’3・nd一・lxp－　a’3，

resp・ctivel？J・・nd　therefor・，　b・y・Lemm・・2　eacん〃↓・ee・η翻・rm・is・n・伽・Z・4・伽卿・tんe・煽疵rm．

Thus，　tんe　can・nicα1　diso’unctit／e　form　of　F　is「一Xl「x2x3・V・一「2’1「「∬2躍3　V　r塀2の3。

Th…em　4　Any　St・n・1・eic　junction　F　can　be　r・pr…nt・4吻吻ピignoring　the・rder・勉e

minterms／by　tんe　c侃傭εα～吻’槻c舌勿ゆ㎜．

　ProoLf：It　is　evident　fron）the　above　discussion　that　tllere　is　at　least　olle　canonical　disjunctive

form　of　F．　Let　supposeσand　H　are　two　deferent　canollical　disjunctive　f（）rm　of．F，　alld　suppose　a

m111termαexists　illσand　not　H．　Letαbe　tlle　correspondillg　elemellt　toα，　and　tllenα（α）＝1．

Thus，　there　is　a　nlilltermβ（≠α）il1∬such　thatβ（α）＝1sillce　G（α）＝．El「（α）＝1．　Let　b　be　the

corresponding　elenient　toβ，　tllen　by　Lemma　1．1　b≦sαsillceβ（α）ニ1，　alld　by　tlle　assulnptioll

ofα≠β，α≠b・In　the　similar　Illallller，　G（b）ニ」U（b）＝1frO11コβ（b）＝1，　and　therefbre　there　is

alnillterm　7　in　G　such　that守（b）＝1．　Let　c　be　the　correspondillg　elelnellt　to　7，　then　by　Lemma

1．1c≦s　b．　From　the　above，　we　have　c≦s　b≦sαandα≠b，　and　accordingly　by　Lenllna　2

αis　included　il17．　This　colltradicts　to　the　assu　np七io　11　that　G　is　a　canonical　disjumctive　fbrm．

Therefore，　all　nlilltel’1コls　exist，ing　ill　G　also　exist　in　H．　In　the　similar　manner，　we　can　Prove　tllat

all　minterms　existing　ill　H　also　exist　in　G．　This　completes　the　proof　of　the　t，heorem．　　　　　■

5．4 ACharac七erization　of　Stone工ogic　Functions

5．4．1　Necessary　and　SufHcient　Condition　fbr　Stone－3　Logic　Funct董ons

馬The・reln　3，・・y　Sし・ne　l・gi・長lnc七i・・i・d・termi・ed　u・iquely・・ly　f・・ev・・y・illpUt，　i・曝・nd

lt　ls　clear　that　V3　is　tlle　range　of　Stone　logic　fullCtiOllS　wllose　doni（iiil　is　restricte（l　to　tlle　sct

階・Here・ft・・，　we　c・ll・St・ne　l・gi・f・・cti・・wl・・se　d・m・i・i・re・t・i・七・d　t・V，・・St・・le－31・gi・

f・・cti・・，　i…，・St・nc－31・gi・負1ncti・・i・afun・ti・・F・瑠→V、（・all・d・ter…y負1ncti・・b，1。w）

「epresented　by　a　Iogic　for111111a・Obviously，　it　is　llot　truc　tllat　every　ternary　fullCtiOlユcan　obtajnl）y

mealls　of　a　logic　forlnula，　i。e．，　S七〇ne－310gic　fullCtiOlls　are　llot　fiinctionally　complete．　Theref6re，
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丘rst，　we　discuss　a　llecessary　and　sufflciellt　colldiむion　for　a　terllary　fullctiOll　to　be　a　Stone－310gic

functlon．

　The　following　set　of　two　conditions　is　a　necessary　and　sumciellt　condit，ion　for　a　ternary　ful’lctiOll

to　be　a　Stone－310gic　fullctiOl’），　where　1ろdenotes七lle　set｛0，1｝below．

（Sa）α∈「レ穿implies　F（a）∈V2

（Sb）　α≦s　b　ilnplies　F（α）≦S・F（b）

　First，　we　discuss　terllary　fi111CtiOllS　satisfying　Conditions（Sa）and（Sb）．　Let・F　be　a　ternary

fullction　sat，isfying　Condit，ions（Sa）and（Sb）．　Then　we　consider　specific　three　subsets　F一1（0），

F－1（1／2）and　F｝1（1）of「レ『as　fbllows．

．F－1（の＝｛a∈v3niF（a）＝i｝，

where　i∈V3・It　i・cl…tl・・t　F－1ω∩F｝1ω＝のand　U　F－’ω一V，n．　S・pP・・eαb・an

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈Sf3

elemenむof　F－1（1），　then　l）y　Condition（Sb）all　elemcnts　b　sucll　thatα≦s　b　are　also　elements　of

F－1（1）．Si111ilarly　ifαis　an　elenient　of　F－1（1／2），　thell　all　elenien七s　b　such　that　b≦sαare　also

elemellts　of　F－1（1／2）、　and　moreover、　ifαis　an　element，　of　F－1（0），　thell　all　elements　b　such　thaも

α≦sbor　b≦sαare　also　elements　of　F－1（0）．　There負）re，　F－1（0），　F－1（1／2）and　F－1（1）each

form　a　partial　order　fillite　set　concerning　witll　the　relatioll≦s．　Thus，　for　any　given　Stone－310gic

負mc七ion　F　the　set　of　maximal　elelnents　of　F－1（0）and　F－1（1／2），and　the　set　of　miIlimal　elemellts

F　1（1）are　uniquely　determined，　and　tlley　are　denoted　by∂F－1（0），∂F－1（1／2）and∂F－1（1），

respectiveIy．

Lemma　3　Let　・F　beαtemαrzt　function　sαt’isLtiying　Conditions（Sαノαnd（Sbノ，　Then，

ωF－1（1）－0吻lies・F（α）－0勉・v・r3t・Z・・η・nt・a・∫Kf，

ピ2／Letα　be・an・element・ノV3n，　then・F（α）＝0吻」オε3α△sb＝のfor　ever？J　elenLent　b・∫F一1（1），

rの五・tαbe・an　element・ノ曜，　tんeπF（α）＝1／2　implies　that　th・re・is　a舌least・n・b∈F－1（1）

　　　5uch　thatα≦s　b．

　Proof：（1）：By　F｝1（1）＝のF（α）≠1for　all　elementsαof　V2n，that　is，　F（α）＝OfrOlll　Condit，ion

（Sa）．　Therefore　by　Collditioll（Sb）F（α）＝Ofor　all　elemeutsαof瑠．（2）：Assume　tllat　there

is　all　elemellt　b　of　F－1（1）such　thatα△sb≠の．　Then　F（α△sb）≠Osillccα△sb≦s　b，（Sのalld

b∈F－1（1），and　therefbre　F（α）≠Osinceα△sわ≦sα，（Sのand　F（α△sb）≠0．　This　colltradicts

to　the　assumption．（3）：By　F（α）＝1／2　tllere　is　an　element　b　of　V2n　such　thatα≦s　b，　and

therefore　by　Conditions（Sα）and（Sb）F（b）＝1．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

The・rem　51アF・is　a・St・ne－31・9信c加c孟畝then・F・als・sαtisJries　C・nditi・n　（Sαノαnd　（Sb？．

　Pro（’f“It　is　evident　ffom　Tlleorem　l　and　tlle　definitions　of　eacll　operatioll　AND（う，　OR（V）and

NOT（「）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　圏

Theorem　6　ij　F　isαternary　fnnction　satisfying　Con（t’itions‘5αノαη，（1（Sb／then　there　i8αStone－3

～・gic　function　F，　sucんth・副α）＝Es（α）for　eveザy・lement・a・ノV3n．
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　Pro（ザ’For　any　givell　terllary釦nctioll　F　sat，isfying　Collditiolls（Sのand（Sb）we　collStl‘Uct，　a

St，one－310gic　fullctiOll　Fs　sucll　tllat　F（α）＝Fs（α）for　every　elelllelltαof曜．　We　call　assume

witllollt　loss　of　generality　thを、t∂F－1（1）≠　⑦，　because　if∂F－1（1）＝　のthen　l）y　I、emma　3．1

F（α）＝Ofor　all　elenlellt，sαof「レi∫㍉and　this　is　a　Stolle－310gic　functiolL　Let　Ff　be　a　logic　forniula

co1ユstructed　by　the　disjullction　of　all　milltel’1ns　corresponding　t（）elenienしs　of∂F－1（1）．　First，　we

sllall　show　F（α）＝1if　and　ollly　if　Ff（α）＝1．　S叫）pose　F（α）＝1，　Tllen　tllere　is　an　elenieiit　b

・f∂F－1（1）・ucll　tl1・t　b≦sα，・・d　tlleref・re　by　Lemma　1．1β（α）＝1wllereβi・…rre・p・・di・9

111interm　to　b．　Tllis　ilnplies　1「∫（α）＝1．　Conversely　suppose　I『f（α）＝1．　Then　tllere　is　a　rnillterm

βill　Ff　sucll　tha，tβ（α）＝1，　and　let　b　be　tlle　corresponding　element　toβt，hen　by　Lemma　1．1

b≦sα．011tlle　other　hand，　F（b）＝1since　b∈∂F『1（1）．　Th　ere　f（）re，　we　have　F（α）＝1by

b≦sα，F（b）＝1and（5の．　Thus，　F（α）＝1if　and　only　if　Ff（α）＝1．　Next，　we　shall　show

F（α）ニ1／2if　and　only　if　Ff（α）＝1／2．　Suppose　F（α）＝1／2．　By　Lemma　3．3　there　is　an　elemenし

b’of．F－1（1）such　thatα≦sげ，　a、11d　is　all　elelnellt　b　of∂F－1（1）such　tllat　b≦s　b’。　Letβbe　the

corresponding　Ininterm　to　b　thenβ（b’）＝1，　and　t，heref（）reβ（α）＝10r　1／2　fromα≦s　b’and

Theorem　1・β（α）＝1，　however，　dose　not　hold　since　this　implies　Ff（α）＝1，　and　tllis　contradicts

to　tlle　assulllptiolコsince　Ff（α）＝11eads　F（α）＝1．　Therefbre，β（α）＝1／2，　that　is，1「／（α）＝1／2，

Conversely　suppose　1「ノ（α）＝1／2・It　is　clear　tlla七F（α）≠1froln　the　above　discussion，　Let　assulne

F（α）＝0，t，11ell　by　Lcmma　3．2α△sb＝のfor　all　element，s　b　of　F　】（1），　and　therefore　by　Lemma　1．3

β（α）＝Ofbr　aユ1　milltermsβexistillg　ill∬ン，　i．e．，　Ff（α）＝0．　This　contradicts　to　the，lssumPtiOll．

Therefbre，　F（α）＝Odose　llot　hold，　and　tllus　we　have　F（α）＝1／2．　Finally，　iしis　derived　directly

from　the　above　discussion　that　F（α）＝Oif　and　ollly　if　Ff（α）＝0，　This　completes　the　proof　of

the　theorem．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

　Conditions（5α）and（Sb）are　independent　of　each　otller．　Because，　tlle　ternary　fullctioll　F』

appearillg　in　Table　l　is　satisfies　Condition（Sα）but　not（3う），　and　moreover，　Fb　of　Table　5．10111y

satis丘es　Condition（3の．　Therefbre，　Condition（3α）a，11d（Sb）are　independent　of　each　other．

Table　5．1：Tmth　Table　of　Ternary　R　lnctioiis　Fa　and　Fb

EllllilTi）
凡＠） 0 0 1

几（謬） 0 1／2 1／2

5．4．2　Necessary　and　SufHcient　Condition　fbr　Stone　L、ogic　Functions

In　this　scction，　we　describe　a　llecessary　alld　sllfficiellt　collditioll　for　Stone　logic　fullctiolls．

　The　fbllowing　set　ofも11ree　conditions　is　a　necessary　and　suMcient　condition　for　a　fUIIct，iOll

F：Vn－→レ，　called　all　il）fillite－valued　function　below，　to　be　a　Stone　logic　fullction．

（SA）α∈V2n　implies　F（α）∈「レう

（SB）α≦s　bimpliesF（α）≦s　F（b）

（SO）F（d・）－F（・）εf・r・ny・・uch　that　O＜・＜1

Lemma　4五eオ，　F　be　an　infinite－valued　functionαnd　satisfy　Condition（SOノ．　Jf　a∈V3n　tんen

F（α）∈v3．
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　p？’oof：Leむassllmeα∈V3n　and　F（α）¢V3．　Then　f（）r　allyε811ch　tllat　1／2≦ε＜1we　have

互・＝・，・nd　theref・re　by　C・・diti・・（SC）F（α）＝F（d・）－F（・）ε∈V3．　Tllis　c。。し，。di，t、　t。　the

asslll皿ptlon・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Theorem　7写Fisα　Stone　log26海πc孟ゴo耐1↓εηF3漉5ガε．9　Condition．sピ3五ノ，（SB？α雇ピ50ノ．

　proof：It　is　evidellt　frolll　Theoreln　1，2and　tlle　definitions　of　each　logic　opcrations．　　　　　■

Theorem　8写Fis　an　in／inite－vα1？Led　function　satisf2Jin900n（litions（Sノリ，（SBノαndピ3（］？then

F　is　a　StOne’09乞CルπC孟ゴ0η，

　　1）ro（ゾ，　By　Lemma　4　and　Condition（SO）ifα∈V3n　then、F（α）∈V3，and　tllerefbre　the　restriction

Flv，n　of　F　to　the　set　V3n　satis丘es　Colldition（S／1）and

（SBり　α，　b∈τ／η∩「レぽ＝レ冒じalldα≦s　b　imply」Fl、ノ♂（α）≦s　FiVS・（b）・

Thus，　by　Thcorem　6　there　is　a　logic　f（〕rmula　Fs　represelltillg　a　Stone－310gic　fllllctioll　sucli　that

殊♂（α）＝1『g（α）for　all　elements　a　of　V3n．　We　can　prove　trhat，　t，he　logic　forinula　Fs　also　represents

a　Stone　logic　fi111ctiOll　F．　Because，1et　assume　F（α）≠Fs（α）fbr　all　elementαof　V’i－V3n，then

dli・impli…ne・f　F（・）＞Fs（・）・・F（・）〈Fs（・），　lf　f・rln・・ca・e　i・11・ld　tl・e・F（・）ε＝F（d・）〉

凡（一・・e）一凡（・）ε，・nd　tllis　c・・t・・di・t・t・Fl、伊（・）－Fs（・）f…ll・lernel・t・・岬・i・・ce・a・∈聯．

For　the　latcr　case　we　can　leads　contradict，ion　in　the　similar　Illamler．　Therefore，　F　alld凡are

same　Stone　logic　functio11，　and　this　completes　tlle　proof．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

　Conditions（S／1），（SB）and（SO）are　Ilot　independent　of　each　other　since　Condition（SC）can

lead　Conditiolls（SA）and（SB）．　Consequelltly，　we　have　all　illtel’estillg　result，　that　is，　tlle　set　of

functions　represented　by　logic　forniulas　and　the　set　of　functions　satisfying　Condition（SO）arc

equivalellt　to　each　other．

Theorem　9五eオFbe　an　infinite－vαlued　junctionαnd　8α麗吻Ooη4漉oπ（Sの．　Then　Fαlso　sa彦一

師e50・ndition　（SA？．

　Pro（ゾ’By　Lemma　4　and　Condition（SC）ifα∈曜then　F（α）∈V3．1、et　asslune　there　is　an
・leme・t　b∈㎎・uch　that　F（b）¢V2，　th・t　i・，　F（b）＝1／2．　The・b＝6εf…1・y…ch　th。t

O＜・＜1，・・d・therefore　F（b）－F（5）－F（b）ε．0・the・t，her　h・nd　F（b）‘－lf。，。nyεsuch

that　O〈ε〈1／2　since　F（b）＝1／2，　and七his　is　a　contradiction，　Thus，　tllis　completes　the　proof　of

the　theorem．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　圏

Lemma　5ゐεごα，　b∈V3nαnd　a≦s　b．　Tんen’んere　areαn　element　t　o∫yπαnd　constants　El　and

ε2…ん伽ta＝iε1，b＝τε2αnd・O＜ε2＜ε1〈1．

　Prooメ・Letα＝（α1，．．．，aTl），　b＝（わ1，．．．，bn）alld　t＝＝（オ1，．．．，オη）．　Byα≦s　b，　ai≦s　bi　holds　fbr

each　i（i＝1，＿，n），　Therefbre，011e　of

　　　　　（1）α‘＝Oandわ葦＝0，　（2）ai＝＝1andわ｛ニ10r　　（3）α歪＝1／2　and　b｛ニ1／20r　l

holds　fbr　each　i．　Suppose（1），then　set　ti＝0，　and　we　obtain　ai＝竃ε1　and　bi＝石ε2　for　anyε1　and

ε2sucll　that　O＜ε1〈1and　O＜ε2＜1．　Next，　suppose（2），tllen　setε1＜ち≦1andε2＜ti≦1，
and　we　obt瓢nαi＝蓄ε1　and　bi＝万ε2　for　anyε1　andε2　sucll　that　O＜ε1≦1／2　and　O＜ε2≦1／2．

Finally，　supPose（3）．　Thenαi＝τ7ε1　fbr　allyちsucll　tllat　O〈ち≦ε1丘om　ai＝1／2．　Tllerefore，　if

bi＝1／2　thenδf＝τ『ε2　for　anyオゴsuch　that　O〈ち≦ε2．　Ifわゴ＝・1then　bi＝・τ「ε2　for　anyちsuch

tllatε2＜ち≦1，　alld　therefore　ill　order　to　exist，ちthe　relationε2＜ti≦ε1　must　be　hold．　Thus，

we　haveε2＜ε1，　From　the　above　there　are　constantsεl　andε2　and　all　elenient孟of　V7πsuch　tllat

α＝宏ε1，b＝τε2　alld　O＜ε2＜ε1＜1．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　圏
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L・mm・6五・オα・ndbb・・！・m・・オ・・∫γ”，α≦sbザ・伽吻ザ互‘≦sδε∫・・卿ε…ん〃・。孟

0＜ε＜1，

　∫）ro（ゾ’Letα＝（ab・｝■，an）alld　b＝（占1，＿，転）．　Assume　thatα≦s　b，　tllat　is，αf≦s　bi　for　all

i．Then　olle　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）Zt7c＝0，　　（2）π弄＝10r　　（3）～ガ＝1／2

holds．　SuPpose（1）then砺＝0．　Tlllls，　byαゴ＝Oalld砺≦s　bi　we　havc　bi＝0，　and　tllerefbre
ド＝0，th・t　i・，　a　e≦，～チ，　SllPP・・e（2）then・＜・i≦1．　Thus，　by。く。≦1。。d。i≦，　bi　w，

h・v…≦bi≦1，・・d・t，herefo・e瓦ε一1、　th・t　i・，亦≦，　a・ε．　S・ppoge（3）tlle・0＜砺≦・．　Thlls，

by　O＜ai≦εandαi≦s　bi　we　have　O＜bi≦1，　and　thcrefore瓦こ＝1／20r　1，　tllat　is，可ε≦s　6∫ε．

Fro1皿the　aboveα≦s　b　for　anyεsllch　tllat　O＜ε＜1．　Conversely，　assunleα≦s　b，　that　is，負）r

some乞砺＝bi・＝Odose　llot　hold　and　also　O＜ai≦bゴ≦1does　Ilot．　Therefore，　one　of　each　ai≠〔〕

Lemma　7　Letαδεαn　e！ement　o／Vn　andε1，ε2αny　constαnts　such　tんat　O〈ε1＜1and

O＜ε2＜1．Then　6i≦sε2　implies　dε2≦s♂1，

　proOf：It　is　clear　whenε1＝＝ε2，　and　therefbre　let　supposeε1≦sε2　andε1≠ε2．　Since　O〈ε1

and　O＜ε2，ε1≦sε2　andε1≠ε2　mea11ε1＜ε2．　Letα＝（α1，．．．，αn），　then

（1）　ifαi＝＝Othen凝1　＝＝ド2　＝0，

（2）　if　O＜ai≦ε1　then　Zが1　＝亦2＝＝1／2，

（3）ifε1＜αi≦ε2　then～語1＝1and可ε2＝1／2　and

（4）　ifε2＜ai≦1　then亦1　ニず2　＝1．

Therefore，亦1≦s亦2　is　hold　in　any　ca8e．　Thus＝a；ε2≦s石ε1． 匿

The・rem　10五εオFう8　an　infinite－vαlued　junction　and　sαtisfy　O・ndition（SCノ．　Then　Fα15・

3α孟醐e5　Cond伽n　r3．βノ．

Pr・・f・　Let　a，　b∈y”・ndα≦s　b，　the・by　L・mma　6＝ae≦s万εf・・a・yεsuch　that　O＜・〈1．

Therefbre，　by　Lelnma　5　tllere　are　collstantsε1　andε2　andオ∈Vn　sucll　tllat　O＜ε2〈ε1＜1and
dε＝τε1，石ε一τε2．Thu・，　by・the　as・umpti・n・f（SO）tlle鉛II・wi・g　rel・ti・1・s　h・ld．

F（・）ε＝F（－aE）＝F（τε’）＝F（t）ε2，

F（b）ε＝F（TbE）＝F（τε・）ニF（t）ε2．

On　the　other　hand，ε2≦sε1　since　O＜ε2＜ε1＜1，　and　therefore　by　Lemma　7　F（¢）ε1≦s　F（孟）ε2．

The・ef・re，　F（・）ε≦s　F（b）ε鉛…y・…hもh・t　O＜・＜1，・・d　by　Lemm・6w・ll・v・F（・）≦、　F（b）．

This　completes　the　proof　of七he　tlleorem．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

5．5 Minimization　for　Stone　Logic　Functions

III　tllis　section　we　describe　millimlzatioll　for　Stone　logic　f〔1nctions．　A　lnillimal　form　described　ill

this　section　is　motivated　by　Boolean　functions　and　fuzzy　logic　fi111CtiOllS．
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5．5．1Prime　lmplicants　and　Minimal　Forms

Aminilnal　fbrm　of　a　Stone　logic　fullction　F　is　defined　as　follows．

Definiもion　8ゐεごFわeα4甥包πoごゴ？ノe　form　o∫αStone～ogic　f？Lnction，　Then．F　is　cαZ～edα7nin’iγnα1

／0？’m　if　and　only　if　no　otんer　eq？Li？ノatent　4吻槻C置勿εノbrη・i　invol？，’ingαsmα〃er　totα1　n？Lmber　oノ配εrα」5．

　Note　that　a　millimal　form　of　any　Stone　logic　funct，ioll　does　no七determilled　uni（luely　as　well　as

Boole壬m　fullCtiOllS　and　fuzzy　logic負111ctions．　Letαbe　a　product，　ter111　tlienαis　said　to　be　all

implicant　of　F　if　and　only　if．F⊇α．　Moreover，　an　implicalltαof　F　is　said　to　be　prime　if　alld

only　if　there　is　no　product　termβsuch　that　F⊇β⊇αandα⊇β．

L・td・且ne・new　p・・ti・1・・der　rel・ti・・≦＃・n　th・・et｛0，1／2，1，＃｝d・n・t・d　V＃b・1・w．

D・伽iti・n　9五・t・・nd　b　b・・1・m・nt・　Of　V＃・Tん…剛乞・1・rd・…」・伽≦＃i・d・fin・d・・

∫1）llows　ビ8εe　Figitr〔35．3ノ．

＃≦≠0・＃≦＃1／2，＃≦＃1，1／2≦＃1・nd　i≦＃i，

UJんere　i∈v＃・

0 1

＃

Figure　5．3：Partia10rder　Relation　sorderd

The・el・ti・n≦＃i・exp・1・d・d・1n・・g　the　el・n・el・t・・f螺・L・tα＝（・1，＿，・。）・nd　b－

（bl・…，b・）be　eleln…t・・f準thenα≦＃bif・・d・・ly　if・・≦＃・b、　f・r　all・i（i－1，＿，n）．　The　set

V＃fbrms　the　partial　order　set　concerning　tlle　relation≦＃，　and　theref（）re　we且11d　tlle　least　upper

bound　of　any　elements　a　and　b　of　V＃　if　it　exists．　We　write　the　least　upper　bound　of　a　andδa8

α▽＃b，and　if　it　dose　llot　exist　then　wri七eα▽＃b＝の．　This　c，11）be　expanded　anlong　the　elemellts

・f膠・・f・ll・w・・F・・tw・・1・m・nt・・一（・1，…，・。）・・d　b－（bl，＿，う。）w・d・fine　a▽＃b・・

（・1▽＃bl，…，・n▽＃b・），　a・d　if・・▽＃bi＝のf・・　s・m・i（i＝1，…，n）the・d・丘・・it・as・▽＃b一の．

Exampl・9五・t・al－（0，＃，1／2），・・＝（＃，1／2，＃）・nd・・＝（1，1／2，，bE）．　Th・n・a，≦≠・、・nd

箆e漉・α1≦＃α2n・・α2≦＃・al，・nd・IS・励α1≦＃　a3　and　a3≦＃αl　d・・…t・h・ld．　M・7’・・V・・，

・1≦＃・a2＝（0，1／2，1／2），α1≦＃・a3＝の・nd・a2≦＃．a3ニα3．

D・fi・iti・n　10五・t・一（α1，…，・・）b・…t・m・nt・揮・Tん・n・・…脚・nd・・t・・P・・d・・t・te・m

α＝ω呈1・＿・コC＃・・げ伽ノbJJ・漁9　C・繭伽九・lds．

z解‘＝
　3

「のi

rrz盛
Xi

1

げ
げ
げ
げ

ai＝＝0，

αi＝1／2，

ai＝1，

ai　＝＃
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Ob・i・・1sly　the・e　i・・ne－t・一・ne　c・rre・p・・del・・e　b・twecn　p・・dllct　terms・・d・tl・e・el・ment・・f螺・

Example　10　The　element（O，1／2、＃，1）correspond　to　tlte　pro（1？Lct　t，e7Nnz「x1－n一x・2（1；4，

D・finiti・n　11五・t　a＝（・1，…，・・）δ・飢・～・m・伽ノ螺・Th・・α＊i・4吻・d・・α・・t・ノ・〃

・1・m・幡b＝（bl，＿，bn）∈V3n　SILCん孟ん・t・bi＝0μ／2・r　1　・vh・n　aiニ＃，・nd・th・r？”i5e・bi＝αi，

ゴ．ε．，

　　　　　　　　　　　・・一｛（δ1，一・塒ト｛1；1／2°71饒繍，｝

Example　ll　Let　a＝（0，1，＃）tんeπα＊ニ｛（0，1，0），（0，1，1／2），（0，1り1）｝．

Lemma　8五eごαδe　a　prod？tct　term　and　a　tんεco7γesponding　element　toα，　For　an　element　b　oノ

曜，

（1ノα（b〕ニ1if　anel　only　ifα≦＃b，

r2ノα（b）＝1／2ザand　onlyザα≦＃bαndα▽＃b≠⑦，

r3ブα（b）＝0ザαη4・吻ザα▽＃b＝の．

仰e・prOO／is　omitted？

Lemma　9　Let　a　and　bδeε1emε傭o∫膠απ4αand　fi　prod？Lct　te7’7］rls　corresponding　toαand

b，respecti吻・Then　a⊇fi　if　and・吻ザα≦＃　b　if　and侃1？J　if　c・（b＊）＝｛1｝ωんeTeα（ゲ）酎んe

伽αgeo∫6＊．

　仰epro（ゾis　omitted）

Lemma　10五e孟α1＞．．．〉α8　beα4乞蜘πc伽e／b？’m　oノαStone　logic　function　F，　and　let　／3　beα

product　termαnd　b　the　corresponding　e～ement　toβ・Titen　F（ゲ）＝｛1｝，　which　is　the　imαge（ゾ

ゲ，implies　tんα孟孟んeγe　isαsequence　il，・一，毎such　thatαil　V．．・＞CYik⊇β，　ij∈｛1，．＿，8｝　and

1≦ブ≦ん≦8．

　Proof：F（b＊）ニ｛1｝implies　that　tllere　is　a　sequence　il，・．．，ik　such　that（αi1＞＿．Vαik）（bつ＝

｛1｝，iゴ∈｛1，．．．，8｝and　1≦ゴ≦ん≦8．　Letαbe　an　element　of「レ『，　alld　supposeβ（α）＝1．

Tllen　by　Lemma　3．1　b≦＃α，　that　is，α∈び，　and　we　have（αi1〉＿〉αの（α）＝1．　Next

suPPoseβ（α）ニ1／2・Then（αごI　V．・・〉αの（α）≠0，　because　if（αil　V．．．〉αの（α）＝Ollolds

thenαfj（α）＝Ofor　allゴ（ゴ＝1、・・ilん），　and　therefore　by　Lemma　83α▽＃aゴ＝のwllereαj　is

tlle　corre：　ponding　elenient　toαiゴ　Byβ（α）ニ1／2　and　Lennna　8。2，α▽＃b≠の，　and　accordhngly

b▽＃aゴ＝のfbr　allゴ．　Therefbre，　for　all　elemellts　b’of　b’we　llaveαら（b’）＝0，　and　this　contradict，s

to（cYil＞．．．〉αの（ゲ）＝＝｛1｝．　Thus，（αi1＞＿Vαの（α）≠Owhe11β（α）＝1／2．　Form　tlle　above

αilV－・Vαik⊇β．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

The・rem　l1　Let　ai＞＿Vα。δεam伽几α」妙視・∫α3ご・ne　1・gic加伽πF．　Then　eαcんαε

（乞＝1，＿，5）¢3α卿陰me・im卿ant　Oj「F．

　1）ro（ゾ’Leもassume　that　there　is　a　product　terlnαゴ（ゴニ1，＿，s）which　is　not　a　prime　implicant

of　F，　that　is，　there　is　a，　prime　implicalltβof　F　such　thatβ⊇αj　andαゴ≠β、　Let　b＝（b1　，　匿　．　陰　ラ　～，rl）

be　corresponding　eleincnts　toβtllen　by　Lemma　9β（b“）＝｛1｝，and　therefore　F（b＊）＝｛1｝sinceβ

is　an　implicant　of　F．　Thus　by　Lemma　10　there　is　a　sequence　ii，…ぬsuch　thatαfl　V…Vαfk⊇β，
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it∈｛1，・一，s｝and　1≦オ≦ん≦8・Here，ゴnever　apPears　in　the　sequellce　il，．，．，ik．　Becauseりlct

α二（（tl，・。・，a7！）be　the　correspolldillg　elemellしtoαゴtllell　b≦＃αsillceβ⊇αゴalld　Lemma　9．

Tllerefore，　ai＝＃implies　b’＝≠E・Also　bi＝＃impliesαi＝ヲ≠，　because　if　it　dose　Ilot　hold　then

tlle・1umber・f　lite・als　appea・i・9　in　fi　is　smaller　t，hcn　t，hat，・fαゴ，手md　this　c・nも・・dicts　that　F　i・a

miDim批1　form．　Therefore　ai＝＃1f　and　only　if　bi＝＝　＃．　Thus，

　　ai＝＝O　if　alid　only　if

ai＝1／2　if　and　only　if

　　ai＝1　if　and　only　if

bi＝0，

bi＝1／2，　and

bi＝1／20r　1．

If　bi＝1fbr　all　i　sucll　thatαゴ＝1，　thenαゴ＝β，　and　this　co11もradicts　tllatαゴ≠β．　Therefbre，

for　at　least　olle　i　wc　haveαご＝1alld　biニ1／2・　Thus，αj（b＊）＝｛1／2｝，　alld　this　imPliesゴ

11ever　l，　ppears　ill　the　sequence　il，．．，，砺．　Accordinglyαゴis　not　included　l11αi且V，．．Vαik　since

αi，〉＿〉αik⊇β⊇αゴand　this　colltradicts　that　F　is　a　millim乱1　fbrln．　Tllis　colnplet（｝s　tlle　proof

of　the　theorem．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　From　the　above　theorem，　in　order　to　find　any　miniinal　f（）rm　of　F　we　llecd　to　get　all　of　the　prime

implicants　of　F．

5．5．2　Consensus　and　Algorithms

Definition　12五e孟ααndβδe　product　terms　andα＝（al，…　　，（tn）and　b＝（bl，．，．，b冗）ごんe

corresponding　elementsオ0ααndβ，　respecti？ノely・ハ40reover，～etααndβsatisプ妙孟んe／0～～owing　tWO

conditions．

ωF・r・吻・ηε確＝1，…，n），αi　＝O　and　bi＝1／2，0r・ai＝1／2　and　bi＝O，αnd

（2／F・rα‘りsnch仇吻≠i，αゴ▽＃bゴ≠⑦．

五・t・’・nd・b’b・‘ん・・～・m・nt・・理・U・ん‘んα備・i一置ん・・即…傭げ・・nd・b…r・plαced・b・y・＃，

respectively，　di・e・，・a’ニ（α1，…，α臼，＃，　ai＋1，．．．，α。）αnd・bL（bl，．＿，δ臼，＃，　bi＋1，＿，わ。）．　Tんen

tんeconsens？LS〔ゾαandβis　defined　suehαprod？Let　termα’β’which　aT・e　corv・ε3PO？zding　toα’αnd

b’，respectiv吻。

　In　the　above　definition，　it　is　assulned　that　any　consensus　dose　not　contain　two　or　more　different

literals　simultaneous　ly　for　each　varial）le　apPearing　in　it，

Example　12五eオα＝「a・1「「x2x4，β＝「x2ω3一一x4απ助＝「「xl「瑠4瀕eπ「x13’3x4　is　tんε

consenSUS　Oノαandβ，αnd一「X2「X3×4　is　that　Cゾααnd　7・」UOωever，　there　is　no　consenSUS（ゾβ

απdツ．

Lemma　l　l　Lε君αand　fi　bε　P7りd？Lct　termsαηdツオんεconsens？LS〔ガαand　fi．　Tんen　or　Vβ⊇7，　that

is，α〉β〉”）’＝αvβ．

Prooノ’We　can　assume　without　loss　of　generality　thatα＝α’婿alldβ＝β’「婿fbr　someゴwhere

コじ；is　one　of　r銑or　r「xi．　Since　rz7　V　r「媒＝1，（α〉β）（α）＝（α’〉β’）（α）for　any　elementαof

レ『．Therefbre，’〉’（α）＝（α’β’）（α）≦（α’〉β’）（α）＝（α〉β）（α），　i．e．，we　haveαVβ⊇”）’．　　　　　口

The・rem　12五eごα1＞＿Vα、うεα吻勉πc伽ゆ㎜・（）f　a　St・ne・1・gic加c’伽F．　Then　cri＞＿Vα，

ts　the　disj’凱Cオ伽0／all　prime　imp～icants　of　F・ザαπ面吻ザ
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（1？　n・pr・d…tt・rm　i・・1・des　an・J・th・r・pr・dωt・rm，　i．・．，αi　Zαゴ∫・r　・ll　i，ゴ（i，ゴー

　　　1，＿，8，an（li≠ゴ），α煽

（2ノ仇εC…e…ZS・ノ・nly伽P・・磁・t　t・rm・d・Se・n・孟鶴ご・r・i・・in・1’U・1・d伽tん・吻・4観伽。

　　　αゴ（i＝1，i－．，s）．

　1）7・oef：It　is　evident　t，hat（1）and（2）hold　when　F＝α1＞．．．〉αs　is　the　disjunction　of　all　prime

implicants　of　F．　Conversely，　let　assulne　F＝α1＞．．．Vαs　is　not　tlie　disjmmctioll　of　all　p！・ime

iniplicant，s　of　F　when　F　holds（1）and（2）．　Tllis　mealls　one　of　the　following　relations　holds．

（α）aprilne　implicantαof　F　dose　lloむapPear　il1α1，〉．．．〉，α8，0r

（のaproduct　termαi　（i＝1，．．．，8）is　Ilot　a　prime　inlplicant　of　F．

First，　assllme（α）holds・Then　it　may　be　possible　to　add　some　literals　rx・i　or　r一xi　toαif　tlle

variable．z’i　dose　llot　appear　illα，　forlllillg　a　product　termα1　wllicll　si1111as　tlle　property　that

αiZα’f6r　all’i（i＝1，＿，8）．　Letβbe　a　product　term　construct，ed　by　the　above　way　and

satisfying　the　followillg　two　conditions．

Condition　1：αi　Zβfbr　all　i（i＝1，，．．，8），　a，　nd

Ooη4伽oη2’For　any　possible　a　i　there　areαゴalldαk　such　tllatαゴ⊇β「2’i　andαた⊇β「「xi

　　　　（あk＝1，＿，s　andゴ≠k）．

1しis　impossible　B　become　a　minterm，　because　if　fi　is　a　minterni　then　F（b）＝1　fbr　the　corresponding

elenient・b∈V3n　toβsillceβ（b）＝1alldβis　an　implicallt　of　F，　Tllerefore　there　is　a　product　terln

αi（i＝1，＿，8）such　thatα，（b）＝1，　and　thus　ai≦＃bwllere　ai　is　tlle　corresponding　element　to

α歪．Accordingly　by　Lemma　9βis　included　inαi，　and　this　contradicts　to（70nditien　1，　Therefore

βis　not　a　millterln．　Sinceβis　1）ot　a　millterm　there　is　at　least　olle　variable　z・i　which　dose　not

appear　inβ，　and　by　Con‘lition　2　there　areαゴandαk　such　thatαゴ⊇β「xi　alldαh⊇β「一x’i

（ゴ，k＝1，．＿，s　αnd　ゴ≠ん）。　Let　b＝（わ1，．．．，～｝η），αゴ＝（αゴェ，．．．，αゴ，、）and　ak＝（αた1，．．．，akn）be

respectively　tlle　corresponding　elemellts　toβ，αゴandαk－．　Then　bj＝（bl，．．．，bi＿1、0，bi＋1，．．．，b，、）

and　bk　＝　（bl，一・，bi－1，1／2，bi＋1，・一，b，、）are　tlle　corresPonding　eleinents　toβ「xi　alldβ「「a；i，

respectively，　and　we　haveαゴ≦＃bゴandαk．≦＃bk．　Tllereforc　it　holds　thatαゴ‘ニOandαk‘＝1／2

（by　Oondition　l　and　Lelnma　g　neitherα」‘≠＃norαんご≠ヲ≠），　and　fbr　all　m（m・＝1，，．．，71）sllcll

tlユat　m　≠　i

bm＝

0
，

1／2，

1
，

＃

ilnplies　αゴm，αk．＝

respectively．　Thllsαゴm▽＃ak．　for　all　m　such　tllat　m

consensus　ofαゴandαk・　　　　　　　　　　　1

・k・i・α｝・α鮎・nd・b・i・11・ly・1αにβ・

（t＝1，…，・）・uch　thatα’　1’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

Oor＃，
1／20r尭，

1／2，1・r＃，

＃

≠i，

　’

and　accordingly　there　exists　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Setαゴ＝「xior・alldαた＝「銑αん，　alld　then　the　consensus　ofαゴand

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　By　the　assmnption（2）there　is　a　productしel・mαオ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊇α，αたalld　this　colltradicts　to　OoγL4漉oπ1．　Therefore　no　product

termα‘（t　＝　 1，．．．，s）includes　the　consensusα’・ct1．　ofαブalldαた，　and　tllis　contradicts　to（2）．

Tllus　all　prime　implicants　of　F　apPear　il1α1，．．，，α8．　Next，　assllme（のholds　then　there　is　a　pr玉me

エmplica・ntαゴinα1，．・・，α8　such　tllatαゴ⊇αi　since　a11　prime　iiiipliccxnts　of　F　apPear　il1α1，，．．，α5

fi’om　the　above　discussion，　and　this　coIltradicts　to（1）．　Thlls　F＝α1＞．．，Vαs　is　tlle　disjunction

of　all　prime　ilnplica11七s　of．F．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　暉
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　From　the　above七he（）rem，　we　have　the　following　algoritllm　to　find　all　prime　imPlicants　of　a　given

Stone　logic　fullCtiOII　F．

オ～907痂ん視A

Step　1：Expand　F　into　a　disj”nctive　form．

Step　2：Rcmove　any　prodllct　term　that　is　included　in　another　product　terln，

　　　　be　1’emailling　Product　terms．

and　letα1，．．，，αs

Step　3：Find　all　of　the　consensus　of　any七wo　product　tcrlnsαi　andαゴ（i，ゴ＝1，．．．，8）．　If　llo

　　　　consensus　exists，　then　ill　Step　5，0therwise　in　Step　4．

Step　4：Constnlct　the　disjunctivL）form　fromα1，．．．，α8　and　all　of　the　consellsus　getting　ill　Step

　　　　3・If　any　consensus　is　illcluded　in　one　ofα1，＿，α5，　then　ill　Step　5，0therwise　irl　Step　2。

Step　5：The　remaining　product　terms　are　all　of　the　prime　implicant，s　of　F．

Theorem　13　Let　cvi＞＿〉α3　be　tんεcαηo耽α1漉蜘ηcオ勿εノbrm　o／a　Stone　logic　function　F，α雇

let　／3i＞…〉β・be　a爾unctive　for7n　of　F．　Then　eαch　minterm　ai（i＝＝1，＿，5）is・included　in　a

prodfLct　termβゴ（ゴ　＝　1，．じ．，オ）．

　　Proof：’Letαbe　the　corresponding　element　toα｛，　thenαi（α）ニ1and　tllis　ilnplies　F（α）＝1．

Suppose　no　product　termβゴillchldesαi，　i．e．，βゴZαi　fbr　a11ゴ（ゴニ1，．．．，t）．　Then　by　Lemma　g

b≦＃αwhere　b　is　the　correspollding　element　toβゴ，and　theref（）re　by　Lelnma　8．1βゴ（α）≠1for　all

ゴ．Thus　we　llave　F（α）≠1，and　this　is　contradiction．　This　completcs　the　proof　of　the　theorein．■

　From　Thcorem　13，　we　have　tlle　algorithm　to　filld　a　ininiinal　f（）rm　of　a　given　Stone　logic　flmction

F．

AlgO7’ithm　B

Step　1：Expand　F　into七he　canonical　disjunctive　f（）rm，

　　　　in　the　canonical　disjunctive　form　of　F．

and　Ietα1，＿，αs　l）e　minterms　appearin9

Step　23　Filld　all　prime　implicallt8β1，．．．，β，　of　F　by　applying　Algorithm　A．

Step　3：Find　a　minimal　groupβi1，＿，／Bik（iゴ＝1，．．．，t，1≦ゴ≦k≦t）of　prime　implica・1ts

　　　　such　that　eacllαi（i＝1，．．．，8）is　inclnded　ill　a　prime　implicantβ∫」（ゴ＝1，．．．，ん），　the11

　　　　β｛1＞…〉（7ik　is　a　minimal　form　of　F．

　Step　30f　Algorithm　B　corresponds　to　tlle　MillimUM　covering　problem　fbr　Boolean　functiolls．

Therefore，　Step　3　is　solved　by　usillg　a　prilne　implicants　table　like　Boolean　fulユctions．

Example　13五eオα3－vαriable・St侃e　l・9客c加c面・n

F＝一「xl「「x2「¢3　V　r「i　l「x2「x3・V・－xlrrz2「「x3＞「xl「コじ2「「a’3　V　r「コc1　X2「「x3，

ωん乞C厄5オんε・αn・耽al　diS」’unctive　form．　By　the　ab・”ε吻・渤観ωθんα勿εα〃・f　the　p伽e吻li・α漉

0／Fdenoted　bel側．

「「Xl「X3， 「Xl「一「X3， 「「XIX2，　　ユコ2「「ごむ3・
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Tんe・ω・9・備・∫・ll・痂・92m禰m・げ・・mθ・ノF　b〃・fin吻・漉励吻脚力㎜M，5．2．

F－「「一〉・　　V o霧螺｝

Table　5．2：Prime　Implicants　Table　of　Exalnple　13

「「∬1「の3 「忽1「「皿3 一「灘12｝2 餌2一一ω3

一一「αコ1「「ω2「露3 4
「「躍1「Z2「ω3 》

「2，1一一二じ2「「2｝3 4
「諾1「Z2「「ω3 ゾ

「「の1澱2「「記3 4 》

5．6 Number　of　n－Variable　Stone　Logic　Functions

The　mlmber　of　n－variable　Stone　logic　fiulctions　is　equivalent　to　tllat　of　Stone－310gic　filnctiolls

fr・m　The・rem　3・Tlle・ef・re，　i・thi・・ecti・・，　w・di・cu・s　tlle　n・1mber・f　n－v・・i・bl・St・・e－31・gi・

functions．　　　　　　　　The　formula　finally　obtained　ill　the　section　is　represented　in　tlle　term　of　11101）otolle

Boolean　filllCtiOllS，　that　is，　the　nllmber　of　Stone　logic　fimctions　closely　connects　with　monotolle

Boolean丘lnctions．

Definition　13．A　relation≡s　on　the　set　V3　is　definedα5／bllows．

1≡51／2，1／2≡31αη直≡3¢，

ωん…i∈V3・Tん…～蜘・≡s　i・・xp・nd・d・i・t・瑠・・fo〃・ω・．五・tα一（・1，＿，・。）・nd・b＝

（bl，．．．，bn）b…1・m・nt・・f　V，n・Tん・・α≡3　bん・ld・if・and・吻げ・、≡5ゆ…噸＝1，．－ln．

It　is　cl…th・t　the　relati・・≡s　i・・n・q・1・・le・ce・e1・ti・n　by・asy　verifi・・ti・・．　Theref。，e，　w，

d・且ne　the　eq・i・・1・nce　c1・ss［・』・f・∈曜by［・］・sニ｛・’∈剛・≡s・’｝，・n（1　then・b・i・u・ly

αi＝Oif　alld　only　if　bi＝Ofor　any　a＝（α1，＿，an）and　bニ（bl，＿，bn）of［c］≡5．　Moreover，　eacll

［c』　　　　forms　a　fillite　partial　ordcr　set　under≦s，　alld　it　is　811re　tllere　exists　a　111axi1）IUI｝l　elelnent，　i11

・ad1［c］≡・，whi・h　i・al・・an　element・f　V・n・The・ef・re，　the　relati・n　U［c］≡。－V，n　h・1d・．　Thus，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c∈壁

理ecan・h…ethe　el・me・t・f㎎・・the　repre・el・t・ti…f・a・h　eq・i・・1・nce　clas・［・』．　Ob・i・usly，

1f　c1，c2∈τノ＞n　such　that　c1≠c2，　then［cl］≡s∩［c2］≡s＝の．

Examp1・14　Tん…諺呼i・　cl…那・吻加・雌剛M・Of・知・1・nce，Z。，、，、、。，ん傭
［（0，0）］一｛（0，0）｝，［（0，1）］一｛（0，1），（0，1／2）｝，［（1，0）｝一｛（1，0），（1／2，0）｝・・d［（1，1）1－｛（1，1），

（1，1／2），（1／2，1），（1，1）｝・F盛9・…5・4・・d5・5・ん・而…e吻・・m・・ノ［（0，1）］・nd［（1，1）］，…P・，一

翻吻，　un（ler　the　relαtion≦s．

　Recall　that　the　set　of　Cenditions（Sa）and　（Sb）ill　Section　5．4　is　a　necessary　and　suMcienむ

condition負）r　a　ternary　fi111Ct，iOII　to　be　a　Stone－310gic　fUnction．　Alnong　Collditiolls（Sa）alld

（Sb），・・ly　C・nditi…（Sb）d・・c・ib・・the・e1・t，i・・b・twec・the・・tP11も・・f・St・・e－31・gi，負mcti。。
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（0，1）

（0，1／2）

Figure　5．4：Hasse　Diagram　of［（0，1）1　ill　Example　14

（1，1）

（1／2，1） （1，1／2）

（1／2，1／2）

Figure　5．5：Hasse　Diagram　of【（0，1）1　ill　Example　14

for　diffbrent　kinds　of　illputs．　Now，　let［c1］≡s　and［c21…≡s　be　tlle　equivalellce　classes　such　that

［・1』≠【・・』・Then・1・y・1・nd・・，　whi・h・re　re・pecti・・ly・lement・・f［c1』・nd【・、］．s，are

I’°tc°mP…1・1・t・…h・ther　u・der　the・el・ti・・≦・・The・t，he・・teced・・t・f（Sb）・t…d・・lw・y、

f・1・ef・r　su・h　tw・・1・n・e・t・α1・nd・・，・nd　th・s　C・・diti・・（Sb）・t・・d・・lw・y・trlle　whetl、er　the

c°nsequence・f（Sb）i・t・・e・・f・1・e・Therefore　fo…ySt・・e－31・gi・filn・ti・・f、　there　i・…t・ny

「elati°n　b・twee・ノ・（・1）・・dア・（・・）if・1　a1・d・…erespecti・・ly・lelne・t・・f［・1］。。　…d［・，］≡s

Sllch　that［c1］≡。≠［c2』．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　From　the　above　we　have　the　fbllowillg　forniula　concerning　with　the

number　of　n－vaユ・iable　Stone－310gic負1nctions．

IFs（n）1＝Hに9（［・』）l

　　　　　　　　c∈饗

（5，1）

In　the　equation（5．1）Fs（n）and　Fs（［c］≡s）are　sets　defined　below．

　　　Fs（n）　＝　　｛ゐ1　ノ』is　an　n－variable　Stone－310gic　functio11｝

Fs（［C』）＝｛ノ、1（［C』）lfs∈Fs（n）｝，

where　f・1［・』i・the　re・t・i・ti・n・fノ・t・the　eq・i・al・nce　cl・ss［・］。、．

　The　set　Fs（［c】≡s）has　a　comlect，iol1　with　monotone　Boolean　fllnctions．　An　n－variable　moilotone

Boolean　fllnction　is　a　Boolean　function　fb：V2n→レE～satisfyillg

（M）α，b∈聯andα≦B　b　imply　fb（α）≦B　fb（b）．

1・the・b・ve　c・・diti・1・（M），≦B　me・ns・p・・ti・1・・der　rel・ti…唖d・舳ed・・0≦，1a。d　i≦，　i

where乞∈V2・It…be　e・p・・d・d・m・・9瑠油ll・w・．　F・…ytw・・1・me1・t・・一（・1，．．，、。）

andb＝（わ1，・一，bn）of「レ穿α≦B　bifεmdonlyifai≦B　bi　foralli＝1，．．．，n．

74



　Ill　the　following　we　discuss　the　relat，ionsliip　between　Stone－310gic　fi111CtiOlls　and　1）lonotolle

Boolean　functions・Below，　F九f（n）denotes　t，he　set　of　all箆一variable　mollotolle　Booleall　flMcしiolls，

that　is，　E、∬（n）＝｛f，，，　1／t）1　is　all　nレvariable　mollotolle　Boolean　fllllcむio11｝．

　Letα＝（α1，．＿1　a，、）be　all　elenient　of「曜1．　Then　a　IIlaPPillgλi　：V2n→V：～js　defilled　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n
λi（・）－ai（i－1，…，・）・Ob・i・11sly，1【・』1－2たf・r・・y・1eme・t・∈四wh・・eん一Σλi（・）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト　
Therefore，　the　1｝uniber　of　all　elemenもs　of　tlle　set［c］≡s　and　tllat　of　V2k－is　eqnivalent，　that　is，

1［・』1一剛・The1・11・ext，　w・d・fine　a　mappin9　q。・・f・ll・w・．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
Def’n’ti°n@14五eオcう…1ε剛吟｛（0，＿，0－ntimes）鳳＝Σλ綱ε…α卿9

9，・［・］・、→膨・d・伽・d・・IC）。（・）＝（・i，＿，・1．）∈踏∫・r・1・er3t・∈［・］。。，ωhi・ん・・ti・ガ・・オ1・e

メ・〃側吻c・nditi・n／br卿ゴ＝1，＿，ん，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・1－｛1器離1：1／2

漁・tんε副乞1，・一・ik｝（1≦il＜i2＜…＜ik・≦n）is　a　subset　oノ｛1，…，n｝・u・励・t・・ゴ≠0．

　It　is　easy　to　show　that（ρc三s　one－to－one　and　onto　mapping，　andα≦s　b　if　and　only　ifψ。（α）≦B

gc（b）．　Therefore，　the　finite　order　set【c］…≡s　w玉th≦s　and　tlle　finite　order　set吋with≦B　are

isomorphic，　i．e。，　gc　is　an　order　isomorphism　between［c］≡s　and　V2k’．

Example　15五ε孟c＝（0，1，1）．　Tんen［c』＝｛（0，1，1），（0，1，1／2），（0，1／2，1），（0，1／2，1／2）｝，　Tαble

5・33ん・ws　a　map卿g　q・，αnd　Fig？Lre　5・6餓d　5・73ん・ω　Hαsse　diagrafns　of【c｝≡。　and　q。（［・』）＝

｛（0，0），（0，1），（1，0），（1，1）｝，

．3：Mappil1ρc　of　Exan

α∈［c』 P，（α）

（O，1，1） （1，1）

（0，1，1／2） （1，0）

（0，1／2，1） （0，1）

（0，1／2，1／2） （0，0）

Def’”it’°n　15　Letcb…’e　晩｛（0，＿，0｝ntimes）｝αnd　A：＝ 堰D1　Ai（c）撮：Fs（［c』）→

F・（K’），　t・h・r・Fβ㈹ニ｛fbifb・吋→v2｝，　i・d・伽・d・u・ん・脚ping　thαt　it　sαtisfi・・・…f・the

／b”owing　cond’ition3　（1ノ　αnd　（2？，ωんe71θ∫3　∈Fs（［C］≡S）　αnd∫占＝ξc（ノ㌔）　belOW．

ω∫。（α）＝0抄5・駕α∈【・］≡。if・・面吻ザ∫占（α’）＝0∫…v・ny・～飢・nt・a’∈啄・・

　ピ2ノ巧F∫5（α）≠0／be　80mεα∈【c】≡s　tんen／bγ晒eveγ’3tα∈［c］≡s

　　　　rα〃ゐ（α’）ニO　if　and　o吻げア，（α）＝1／2，　and
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（0，1，1）

（0，1／2，1） （0，1，1／2）

（0，1／2，1／2）

Figure　5．6　Hasse　Diagram　of［c】≡s　of　Example　15

．（1，1）

（0，1） （1，0）

（O，　O）

Figure　5．7：Hagse　Diagram　of～ρc（【c］≡s）of　Example　15

ω九（α’）＝1　if　and・吻ザ∫，（α）＝1

ωhere・a’＝gc）。（α）．

N°t・t，hat，　1・t　f・　b・S七・ne－31・gi・fullCti・・，　the・by　C・・diti・・（Sb）・fs（・）＝Of・r　s・meα∈［・］。5

ifand　only　iffs（α）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ofor　allα∈［c］≡s　for　any　c　of「レ写㍉and　therefore，　fs（α）≠Ofor　solne

α∈［c】≡sif　and　only　if　fs（α）≠Ofbr　allα∈［c］≡s．

　Tlle　ab　ove　definition　is　well　de丘ned　and　it　is　easy　verification　thatξc　is　a　one－to－011e　mapping，

L・t・fs∈Fs（［・』）・・d　a，b∈【・』，　tlle・it’・i・al…vide・t　that　fs（α）≦s　f、（b）if・・d・・ly　if

ξ・（f・）（α’）≦Bξ，（ノ，）（b’），whereα’ニSc｝c（α）and　b’＝gOc（b）．　Tllerefore，ξc　Preserves　the　mono．

tonicity　relation・Each　associated　fullctionξc（fs）is　a　mollotolle　Boolean　fllllctioll　since　goc　is　an

order　isomorphism　between［c｝≡s　and　V2k，　and

（Sα’）α∈「レ穿∩［c］≡silnplies　fs（α）∈V2，　and

（Sb’）α7b∈［c］…s　andα≦s　b　imply　fs（α）≦S　fs（b）

a「esatis丘ed　fbr　evcryゐ∈Fs（［c］≡5）・Moreover，　obviously　tllere　is　a長mctio11∫、∈Fs（［c』）

負）revery　monotolle　Boolean　filllCtiOll　fn、　sllch　thatξc（ゐ）＝＝∫η，．　From　the　above，　the　image　of

ξc・denoted　byξc（Fs（【c］1s）），　is　equivalent　to　FM（た），　i．e。，ξc（・F皆（［c］≡3））＝FM（ん）．　Sinceξc　is
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onc－to－one，

conchude

the　relation　IFs（［c］…・s）1＝1ξc（Fs（［c］≡s））l　stallds　always　true，　and　therefbre　we　can

Fs（［c］≡s） FM（k） （5．2）

（refer　Figure　5．8）．

Fs（［c］．s

F1gurc　5．8：Relationship　between　Fs（［c］≡s）andアM（ん）

Example　16　Table　5．48んoω5αtrutん励le　oノα　Stone－3　logic　function　Fs　represented　b7J　szLchα

1・9・’c　formul・凡二「2’・V　r「x’y・五eオ・ニ（1，1），　tんen［・』＝｛（1、1），（1，1／2），（1／2，1），（1／2，1／2）｝

・繭ん・飢・9・卿・，伽・t・吻Sc）・（【・』），卿。（［・］≡。）一呼一｛（1，1），（1，0），（0，1），（0，0）｝．　Tん・・

Table　5・53んoω3αtrutんオαδ」ε（ゾαmonotonLe　Booleαn／itnctionξc（Fs　l［c］≡s）．

Table　5．4：Truth　Table　of　Stone－3　Logic　Fullction　F，　of　Example　16

∬

〃 0 1／2 1

0 1 0 0

1／2 1 1／2 1／2

1 1 1 1

Table　5．5：Trllth　Table　of　Monotone　Boolean　Fullctioll　of　Example　16

∬

〃 O　l
0 0　0
1 1　1

Finally，丘om　the　equations（5．1），（5．2）and

　　　　　　　　n
｛・∈馴Σλ・（・）－k｝

　　　　　　　　i＝1

ニnCk
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・・hav・the　f・ll・wi・g・qu・ti・・c・ncer・i1・g　with　the　n・mber・f　n－v・・i・bl・St・ne－31・gi，　functi。ns．

Fs（n） Fs（［CO］≡s）

Fs（［CO】≡s）

・　H
　C∈V2n，CO≠C

　　冗

×rl　FM（k）

k・ニ1

1「5・（［C】≡…S）

nCk
，

wherC　Co＝（0，＿，0）．

1・the　ab・ve　equ・ti・1・，　Fs（［・・』）＝｛0，1｝becau・e　the　c・11st・・t・0・・d　1・・e・・ly　P。ssibl，

fullCt，iOlls　fbr　the　restriction　F』1［co】≡s　by　Collditiolls（Sαりand（Sb’），　Also　O－variable　1110110七〇nc

B・・1・・1漁11cti・ns・・e・・ly・・n・t・・t・0・・d　1，　i．e．，　F、、（0）一｛0，1｝．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Therefbre，　we　have　the

・m・ber・f・－v・・i・bl・St・ne－31・gi・fln・ti・n・a・　the　fol1・wi・g　f・・m・1・d・・crib・d　by　m。n。t。ne

Boolean　nmctions　below．

　　　　　　　　　n

lFs（n）1＝HIFM㈹1・Ck

　　　　　　　　ゐ＝0

The・b・v・f・・m・1a　al・・indi・・t・・the・ul・・ber・f・n－v・・i・bl・St…el・gi・f・ncti・ns　by　The。，em

3・Thus　we　have　the　acct1rate　lulmber　of　n－variable　Stone　logic　fi111Ct，iOlls　until　n≦7，　becallse　the

n・mber・f・－v・・i・ble　ln・n・t・ne　B・・1・a・負1n・ti・n・w・・c・1・・1・t・・i　lmtil・≦7（・ee［50D．　T・b1，

5．6shows　the　Ilum　　　　　　　　　　　　　　　ber　of　n－variable　lnollotone　Boolean　functions　lllltil　n＜7．

Table　5．6：The　Number　of　Monotone　Boolean　Hinctions

n　The　number　of　monotone

　　　　　　Boolean　Functions

0 2

1 3

2 6

3 20
4 168

5 7，581

6 7．828β54

7 2，414，682，040，998

5．7 Conclusions

In　the　chapter，　we　defined　the　new　class　of　illfillite－vallled　fullCt，iOlls，　called　Stone　logic負lllctions，

and　the　set　of　Stone　logic　functions　is　one　of　the　models　of　St，one　algebras．　This　is　a　reason　why

all　illfillite－valued　function　represented　by　a　logic　forniula　is　called　a　Stone　logic　fi11）CtiOll．

　Stone　logic　fullCtiOllS　are　essentia皿y　different　f｝om　a　series　of　multiple－valued　logic　fullCtiOlls

ba8ed　on　the　set一七11eorctical　operations　of　fuzzy　setもheory，　that三s，　different　ffOl）1　the　definition

of　negatibn　operation．

　Almost　of七he　basic　properties　of　Stone　logic　fし1nctions　have　been　cleared　as　the　results　of　tlle

chapter．
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Chapter　6

Kleene－Stone　I・ogic　Functions

6．1 Introduction

In　Chapter　3　and　Chapter　4，　we　discussed　some　of　lnodels　of　Kleene　algebras，　that　is，　B－temary

logic　fullctlions，　regular　tlerllary　logic　fullct，iOlls，　fuzzy　logic　functions　and　multiple－valued　Kleenean

functions．　Among　them，　min，　max，　and（1－）are　employed　as　logical　operations　AND，　OR　and

NOT，　respectively．011　the　other　halld，　ill　Chal）ter　5，　we　discussed　some　properties　of　S七〇ne　logic

fullctiolls，　and　among　them　tllc　unary　operation　r　de丘ned　below　is　employed　as　logical　operation

for　NOT．

・・一
o1髭；8

Moreover，　the　sct　of　Stone　logic　functions　for1：ns　an　algebraic　syst，em　called　a　Stone　logic　algebra，

and　it　is　different　fヒol：rl　Kleene　algebra8．

　In　the　chapter，　we　introduce　a　new　class　of　multiple－valued　logic　functions　called　Kleene－Stone

logic　fi111Ct，iollS　wllich　are　fuzzy　logic　functions　witll　the　ullal’y　operation　r．　The　set　of　bhelu　forllls

乱n　algebraic　system　called　a　Kleene－Stone　algebra［41，［51，and　this　is　why　fiizzy　logic　functions　with

rcalled　Kleene－Stone　logic　fullctiOlls．　In　contrast　to　tlle　existence　of　only　one　lmary　operation

～and　r　in　each　model　of　I〈leene　algebras　and　Stone　logic　fullCtiOlls，　respectively，　Kleene－Stone

Iogic　functions　employ　both　llnary　operations～alld　r．

　AKIeene－Stolle　algebra　has　been　proposed　as　an　algebraic　system　which　sa七is丘es　tlle　properties

both　a］Kleene　algebra　and　a　Stone　algebra．

　It　is　interesting　that　Kleene－Stolle　logic　fi111CtiOlls　have　colmectioll　wit，h　modal　logics．　Because，

they　can　represen七the　following　two　functions．

「「・一
o1髭；8

・一一 o1網
The　above　two　funct，ions　rr　and　r～respectively　correspond　to　a　possibility　operatioll　and　a

necessity　operatioll［37］，　and　they　are　usually　denoted　by　the　symbols　◇　and　ロ，　respectively．

Tllerefore，　Kleelle－Stone　Iogic　fi11）Ct，iOllS　relate　to　a　logical　sys七em　having　a　possibility　operation

and　a　necessity　operation，　that　is，　a　modal　logic．　Ofcourse，　tlle　following　eqllatiolls，　wllicll　are　the

properties　of　a　modal　logic，　hold　ill　Kleene－Stone　logic　fllnCt，iOllS：◇z’・＝＊ロ＊xandロm＝＊◇＊2’，

where＊denotes　one　of～or　r．

　The　chapter　describes　some　of　the　following　propert，ies　of　Kleene－Stone　logic　functions　rather

than　the　relationship　between　modal　logics　an（1　them．
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　First，　in　Section　6・2・we　givc　a　definition　of　Kleene－Stolle　logic　flll）ctiolls　ill　the　term　of　logic

fornlulas，　thell　some　properties　of　t，1ieni　apPear　ill　tlle　section．　Especially，　we　will　show　tliat　tl1〔∋y

are　monot，one丘〕r　a　part，ial　order　rcla七ioll　dclloted　by七lle　symbol≦Ks　in　tlle　cllapter，　alld　moreover

any　Kleene－Sしone　logic　fullCtiOll　is　uiiiquely　determilled　ollly　5－valued　i1）pllt，s．　In　Section　6．3，　we

show　a　canonical　disjullctive　form　wllich　allows　for　tlle　llllique　rel）resentation　of　any　Kleene－Stone

logic　fullction。　A　necessary　and　sufficient　condition　for　KlcenG－St，one　logic　funct，ioiis　will　be　cleared

ill　Sec七ioll　6．4　by　using　the　term　of　partial　order　relation≦Ks．　Minimization　for　Iく1eene－St，one

logic　fullCt，iOlls　is　discussed　ill　Section　6・5・Finally，　the　mlmber　of？・L－var董able　I〈leene－Stone　logic

ful1CtiOlls　is　appea1・ed　ill　Section　6，6，　and　it　closely　connect，s　witll　B－ternary　logic　functions（or

fuzzy　logic　functions）．　Bccause，　the　nuniber　of　them　is　represellted　i11七he　term　of　B－terllary　logic

fullct，iol）s（of　fuzzy　logic　functions）．

　Recently，　some　resUlts　of　the　chapter　are　obtained　in　the　paper［6］．

6．2 Kleene－Stone　logic　func七ions　and　Their　Properties

First，　we　give　the　definition　of　1〈leene－Stone　logic　functions，　Lct　y　be　tlle　closed　interva1［0，1］．　All

n－variable　Kleelle－Stolle　logic　fullCt，iOll　is　defined　to　be　a　mapping　from　Vn　illto　y；F：「し！→γ7乙，

which　is　represented　by　a　logic　fbrllmla　consisting　of　va，riables　xl，．．．，x7、，　constants　O　and　1，

alld　logic　operations　AND（・），　OR（〉）alld　NOT（～），　wllich　are　identical　with　those　of　fuzzy　Iogic

functiolls，　and　one　more　unary　operation（「）．　Then，　operations　are　de丘ned　as　follows．

x・y＝min＠，y），

～x＝1－x7

X＞IY＝max（x，y），

「・一 o濫1
where　x，　y∈V．

　Namely，　an　n－variable　Kleene－Stone　logic　function　is　de丘ned　stricも1y　a8　fbllows，

Definition　l　Logic／brmulas　are　defined　inductivelyαs　folloωs．

rηConstants　O　and　1，αnd・vari’αδ～es・x1，＿，x。αre　Jo9ゴc如伽1α5．

ピ2ノ．η℃and　flα7・e～・gicプbrnulαs，　tんen（G・H），（σV∬），（～σ）and（「σ）areαls・Z・gic

　　　／brmulαs．

（3？Tんε殉loglC／∂㎜％1α5αrε9漁酬1／and　（2？・

De6niti・n　2オmα〃吻F：y→砕r8pre58π君ε4吻α～・giC　form1↓～αゴ5　called　a　Kleene－3ご・ne

lo9乞c加C翻0η．

　The　nota七ion・may　be　often　omitted．　Hereafter，　for　simplicity，　we　will　identify　a　Kleene－Stone

logic　function　wit，h　the　logic　fbrmula　wl｝ich　represents　it，　and　lnoreover，　we　will　call　an　n－variable

Kleene－Stone　logic　fllnction　a　Kleene－Stone　logic　fimct，ion，　In　writil1910gic　forlnlllas，　we　assllme

that　symbols～and　r　are　stronger　than・，　and・is　stronger　than＞，　for　olllittillg　the　parentlleses・

Example　l　SupPose　2－vαriαble　Kleene－Stone　logic　function　Fニ「～xl　V　r∬r～x2　and　a＝

（0．3，0．9），tんenF（α）＝「～0，3VrO．3・～0．9＝「0．7＞0・0．1＝0＞0＝0．
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　Looking　at　a　set　ofKlecne－Stone　logic　fil1）CtiOllS　tus　an　algebraic　systenl，　tlle　followillg　equations，

motivated　by　properties　ill　Boolean　algebra，　Kleellc　algebra，　and　Stone　algcbra，　are　llold．

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

（9）

（10）

）
）
－
り
4

1
⊥
－

（
（

α・α＝α，　αVα＝α

α・わ＝ひα，αVδ＝b＞α

α・（b・・）＝（α・わ）・・，αv（b＞6）雪（αVb）〉・

α・（α〉δ）＝α，α〉α・う＝α

α・（う＞c）＝α・b＞α・c、

α〉ひc＝（α＞b）・（α＞c）

～（α・b）＝～α〉～δ，～（α〉δ）＝～α・～う，

「（α・b）＝「α〉「δ，「（α〉δ）＝「α・「ひ

～～α＝α

0・α＝0，0Vα＝α

1・α＝α，1Vαニ1
α・～α・（わv～b）＝α・～α，

α・～α〉（δv～ゐ）＝bV～b

「「rα＝一α

α・「αニ0　「α〉「「α＝1
　　　　　　　　，

（the　idempotent　laws）

（the　colmnutative　laws）

（the　ass・ciative・laws）

（tlle　abSorption　laws）

（tlhe　distributive　laws）

（De　Morgan，s　laws）

（the　double　nega，tion　law）

（the　leaSt　element）

（the　greatest　element）

（Kleene’S　laws）

The　equat，ions（1）～（12）a・re　iden七ical　to　the　axioms　of　Kleene－St，one　algebra，　givcll　il1［5］．　There－

fore　a　set　of　Kleene－St（）11e　logic　fullctiolls　is　one　of　the　models　of　Kleene－Stone　algebras．　It　is

characterist，ic　feature　of　Kleene－Stone　logic　hmctions　tllat　they　aliow　two七ypes　of　ullary　opera－

tions～and　r．　These　two　operations　are　weaker　than　2－valued　olle．　In　parむicular，0≦α・～a≦

bV～b≦1，　whereas　O＝α・「α．　Also～～α＝α，「「「α＝「α，　and～「α＝「「a，

6，2．1 Fundamental　Properties

First，　a　partial　order　relation　is　defined　on　tlle　set　V，　and　then　any　Kleene－Stone　logic　function

satisfies　tlle　monotollicity　fbr　tllis　partial　order　relatio11．　Next，　Theorem　2，　wllich　is　an　importallt

theorem　for　Iく1eene－Stone　logic負mctions，　is　described。　Then，　we　show　that　a　Kleene－Stone　logic

function　is　essentially　a　5－valued　logic　function　by　using　tllis　theoreni．

We　de伽e　a　partial　order　relation≦Ks　on　V　as　follows．

Defin三tion　3、乙etααndδbe　element　o∫y，

rel襯oπ5んolds　rre∫eTオo鞠？己7・86．2，η．

1「んen，α≦KS～♪if　and・nk」　if　one　of　tんεプb〃0ω吻

（1）　O＜a≦b≦1／2， ピ2／1／2≦δ≦α〈1， （3）　a　・b．

It　Cαn　be　extended　among　V”as／bllOWS．∫Eor　two　elements　a＝（α1，＿，α，、）and・b＝（bl，＿，う，、）

of　vn，α≦KS　6げα戚o吻・ザαi≦｝〈S　bi∫for　an，y　i＝1，．．．，n．

　111tlle　partial　order　relation≦Ks，　O　and　l　are　only　comparable　with　i七sel£Moreover，　ally　two

element　of　tlle　open　set（0，1／2）and（1／2，1），　respectively，　are　always　not　comparable　to　each

ot，her，　and　1／2　is　not　comparal）le　only　O　and　1．

　In　the　fbHowing，　we　show　that芝my　Kleene－Stone　logic　function　satis丘es　the　mOIIOtOlliCity　for

the　paLrtial　order　relation≦Ks，

The・rem　1　Le亡Fわe　any　Kleene・Stone　lo9乞c如伽n侃dααnd　b　bε卿element・f　Ysn．写

α≦Ks尻んεπF（α）≦Ks　F（b）．
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1／2

●

0　0

　　●

1　1

Figure　6，1：Partial　Order　Relation≦Ks

　proof：It　will　be　show　by　induction　collcerllillg　tlle　nlllnber　of　operations．　It　is　evident　tha七the

・・11sta・t・0・・d　1，　a1・d　e・cll　va・i・bl・xl，…，・’。　satisfy　thi・tlle・・em，　Sl1PP・・e　th。t。ll　Kleenc．

St・11e　1・gi・fi111Cti・1・s，・i・wlli・h　the　nlllnber・f・per・七i・・s　i・1・・s　th…requ・1　t・m，・・ti・fy　thi，

theoreln．　　　　　　　　　　　let　us　sllppose　that　F　is　a　Kleene－Stone　logic　fllllctioll　ill　which　the　nuniber　of　　　　　　　Next，

operations　is　m十1．　F　is　one　of（～σ），（「σ），（σVH）and（σ・H）．　First，　we　show　that（～G）

・・d（「G）・atisfy　the　the・・em・It　i・cvid・・t・t，hat　G（α）－G（b）．　Whe・σ（α）≠σ（b），　w，　h、。，　the

f・11・wi・g　tw・ca・e・・（1）0く0（α）〈G（わ）≦1／2・・（2）1／2≦G（b）〈σ（α）〈1．　lf（1）1、。1d，，

the・1／2≦1一σ（b）一～G（b）＜～σ（・）－1一σ（・）〈1…drG（α）＝「αb）－0．　Tlle，ef。，e，

w・h…～σ（α）≦Ks～G（b）・・d　rG（・）≦Ks　rG（b）。　We　c・n・bt・i・～α・）≦Ks～G（b）a・、d

・σ（・）≦Ks　rO（b）i・the・i1・il・・m・nn・・whe・（2）h・ld・・N・・t，　w・p・…th・t（σVH）・・d（σE）

also　satisfy　this　theorem・We　can　classify　the　followin9　four　cases．

　　　　　　　　　　　（1）0≦σ（α）≦G（b）≦1／20r　　（2）1／2≦G（b）≦G（α）≦1，　and

　　　　　　　　　　　（3）0≦H（α）≦H（b）≦1／20r　（4）1／2≦石r（b）≦H（α）≦1．

Whe1・（1）・・d（3）h・ldl・then　O≦G（・）VH（・）≦G（b）V∬（b）≦1／2，　th・t　i・，　w・h・v・（0＞

丑）（・）≦Ks（G＞H）（b）・Wl・e1・（1）・nd（4）h・1d・tllen（G＞H）（・）＝σ（・）VH（α）＝H（・）a・d

（GVH）（b）＝　　　　　　　　　　G（b）VH（b）＝∬（b）・th・七i・，（σ＞H）（・）≦KS（σVH）（b）．1・the　rem・i・i・g

casesラwe　can　also　obtain（G　V　H）（α）≦Ks（G　V　H）（b）ill　the　similar　maLnller．　Tllerefore，　we　have

（GVH）（・）≦Ks（σ＞H）（b）・（G・H）is　evid・・t・ince（σ・H）＝～（～C・昭）・t・nd・・lw・y・

true．　Tllus，　it　has　been　sllown　tllat　any　Kleene－Stone　logic　function　satisfies　t，his　theorem．　　■

Exampl・2S・pP…2一剛・bl・Kl・…－St…1・9蜘・・伽F－～（・’1＞一・’1・～・2），α＝（0，0．3），

andb＝（0，0・4），　tんenα≦Ks　bαndF（α）＝0．3≦KsO．4＝F（b）．

Let　Vs　be　the　set｛0，1／4，1／2，3／4，1｝，then　we　give　the　fbllowillg　definition．

D・finiti・n　4五・t・b・an・1・m・nt・Of　V・Tん・・，　wa6　i・d・fin・面・fo〃・ω・ω厩0〈・≦1／2ピ…

・F’ig？Lre　6．2ノ，

互ε＝

　0

1／4

1／2

3／4

　1

ザ
ザ
げ
ザ
ザ

a＝0
0＜α＜ε

ε＜α＜1一ε

1一ε＜α＜1

α＝1

M・・伽・・，it・・an　b・　・mpa・4・d・m・・9瑠・・ル」1・ω・．五・オα＝（・1，．．．，・。）b・αn・Z・m・nt・∫y・，

then石a：＝e∈Vs　is　de／ine（オα8（ず，＿，α。ε）．

Example　35吻po5εα＝（0，0．1，0，4）侃dε・・O．3，オんeπ五ε＝（0，1／4，1／2）．
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ε

一
α

1

3／4

1／2

1／4

0

一一一一一一・・…一・一 i〉■■■■○

…一ﾂ一一9

ε1／2ε一1 1

a

Figure　6．2：Mappingず（0〈ε≦1／2）

The c「em　2五・t　F　b・ακ1・…－St・n・　1・gi・・」un・伽侃4　d・α・伽・吻レn．　Tん・・F（d・）－

F（α），弄πanyε（0＜ε≦1／2）．

　P7・o　oft　It　will　be　sllowll　by　induction　concerning　the　number　of　operations．　It　is　evident　tllat

the　constan七s　O　alld　1，　and　each　variable　2’1，・＿，zn　satisfy　this　theoreln．　SupPose　that　all　Kleene－

St・・e　l・gi・fu・・ti・n・，　i・wlli・11　the　number・f・per・ti・・s　ls　sm・11・・t11・n・r　equ・1　t・7rl，・・ti・fy

むhis　theorem．　　　　　　　　　　Nex七let　us　suppose　t｝ユat　F　is　a　Kleene－St．one　logic　fi111CtiOll　ill　wllich　the　number

翻翻：蹴辮蝶（～G）1（「G），（G・σ（・）ε一1一σ（。）罫≧望器）螺鍔≦12譜

Theref・re，（～G）・・ti・丘・・thi・the・・em・lfσ（・）－Othen粛一1becau・e・f　rG（。）－1，

・・d－・v・・we　c・Pe・b・・i…（dε）－1・i・・e　G（・）e・・G（πε）一・by・he・・sm…i・n．　If

潔濃1翻）〉識器麗r無li孟，鼎tl器e蹴£鰍h解翻
・nd（G・H）・1・…ti・fy　t，lii・the・・em．　If　G（・）≦H（・）the・G（・）ε≦H（α）ε，　Tl、i，1，。d、　t。

G（dε）≦H（dε）・The・ef・re，　it　h・ld・tl1・t（G　V　H）（・）ε一G（・）＞H（・）ε一∬（・）ε一f・（d・）－

G（dε）VH（dε）＝（σ＞H）（7a’tc）．　The　c・nverse　case（G（α）≧H（α））i・p・・v・d　in　the　simil。，　malme，．

Tlle・ef・・e，（σVfl）・ati・fi・・tlli・the・rem・（σ・H）i・e・id・・t・ince（G・H）一～（～GV昭）．　Thus

it　h・・been・h・w・th・七・ny　Kleene－St・ne　l・gi・functi・n・・ti・fies　the　equ・ti・・F（aε）＝F（・）ε一

Exampl・4S・pP…2一禰・bl・Kl…e－St…1・gi・function　17－～（～xl＞「・’1・・，），。一
（0・1，0・4），・nd・－0．3，オん・・F（・）ε一一（－0．・〉「・．・・0．4）ε＝〔厄ε一・／4・ndF（互・）一一（一

酊ε〉「蕊ε・～（」：liiε）一～（～1／4＞「1／4・～1／2）－1／4．

Th…em　3　L・t・G　・nd・H　b・・Kleene－St・n・　1・gi・functions．　G（・）＝＝　H（・）f・・吻・」・π…ご呵

驚Lザαη4・吻がσ（α）＝∬（α）∫・r　any　element　a（ゾyη．

　Pγ’o（’f“Let　us　suPPose　that　G（α）＝∬（α）for　any　elenientαof　Vs’～・and　the　tlleorem　does　llot　llold．

Thell　we　can　assume　witl1α1t　loss　ofgelleraliもy　tllatしhere　is　at　least　olle　elemelltαof　yηsllcll　that

G（α）≠∬（α）．This　mealls　one　ofσ（α）〉丑（α）or　G（α）〈∬（α）．　Ifθ（α）〉丑（α）thell　we　can
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・b・・i・・（・）ε一απε）〉丑（互ε）一丑（・）εf〈・rε一lni・（・’，1－・’）・1・ch　th。・。’一（α。）＋丑（。））／2

by　Theorelrl　2・This　contradict，s　to　t，11e　assumption　since　dε∈瑠ユ．　We　call　prove　tlle　result　in　the

silDilar　malmer　wlLell　G（α）＜H（α）．　Tllerefbrc，　we　have　been　shown　tlle　first　part　of　tlle　tllcorem．

Tlle　converse　case　isむriviaL　Thus，　it　ha8　been　shown　that　Theorem　2　holds．　　　　　　　　　　■

　From　Tlleoreln　2，　i七is　guaranteed　that　aU　olltputs　of　a　Klecne－Stone　Iogic　function　are　deter－

milled　uniquely　by　il）puts　of　Vsn＝｛0，1／4，1／2，3／4，1｝n．

Corollary　l　Let（］αnd　H　be　Kleene－Stone　logic∫～znetions，　G（a）≦H（a）ノbr　any　elementαo／

v↑’if・nd　・蜘ifσ（α）≦H（α）∫b・吻eZ・ment・a・ゾv♂・．

（The　proof　is　omitted？

Definition　5　Letσand　Hδe　Kleene－Stone　logic　famctions．∬t　isεα掘ω占eごんα孟H乞nctudesσ

r・7’伍5乞πC1鋤4・d　in　H？　tf　and・吻げσ（α）≦H（α）for　an？J・lement　a・ノvn，　and・W・den・t・it

as　G⊆∬（or∬⊇σノ．

In　accordance　with　Corollary　1，　G⊆Hif　alld　ollly　if　G（α）≦∬（α）for，1　11y　elementαof　Vsn．

6．3 Canonical　Disjunctive　Forms　of　Kleene－Stone　Logic　Func－
tions

6，3．1 Minterms　of　Type　1，　Type　2　and　Type　3

The　logic　f（）rmulas　obtained　by　applying～a11（l　r　to　a　variable　x　represent　only　the　following　six

different　killds　of　Kleelユe－Stone　logic　fullctiolls，　shlce～～a’＝ω，「「「x＝＝「x　and～「x・＝「「2’

stand　always　true　as　discussed　ill　Section　6．2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α㍉～x，「x，「～x，「「xandr「～x，

For　example，～「「x’＝「x　since～「「x＝「「「xニ「2■　Herea丘er，　we　call　each　tllese　six　logic

長）rniulas　a配erα1，　and　the　trllth　table　of　each　literal　appears　in　Table　6．1．

　Aproduct　term　oll　tlle　variables　xl，＿，．？；r、　is　defilled　as　a　conjullctio11（AND）of　solne　of

Iiterals，　wllereの1区x｛：’for　ally　two　literals　xl．　alld　2，1’appearillg　ill　tlle　product　term．　For

example，　x～x’RJ一「～IJ　and～x一「xrrzr「～zare　produc七terms，　but，　llot　x　a｝　？J「「～IJ　alld

x「「x「一z「「～zsillce　tllere　are　two　salne　literals　x　ill　tlle　first　product　and　x⊆「一x　ill　tlle

second　product．

　Next　consider　colljllnct，iolls　of　some　of　literals　for　a　variable．T．　Tlユen　we　can　easily　obtain　fo　ur

different　killds　of　Iくleene－Sto1ユe　logic　fullct，iolユs，　alユd　each　of　thein　cεul　be　represented　by　x～x，

コ；「「～x，～x「「xand　r「x「「～x，　respectively．　Because，「ガ～ゴ＝0，「ω＊「～ゴ＝＝Oalld

「ゴー「～ゴ＝Oand　moreover　rガ⊆ガ⊆「「ゴstand　always　true，　whereゴdenotes　olle　of　a，

or～xi irefer　to　Table　6．1）．　Hereafter，　as　a　Inatter　of　convenience，　each　of　tlle　literals　alld　tlle

above　fbur　produc七terlns　is　called　an　atom，　alld　Table　6．1　shows　truth　tables　of　atolns．

　Among　tlle　literals　except　fbr　u’and　r～xthe　following　equations　stalld　always　trtle．

～∬

「「伍

「「～労

「～xVx「「～x’

「x＞～x「「x

「～xVr「x「「～2’

「2－〉「「x「「～x’

Therefore，　any　product　term　can　be　expanded　illto　a　disjunction　of　product　terms　consisting　of

only　the　following　＄ix　atoms．
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Table　6．1：Truth　Table　of　Atorns

偲 0 1／4 1／2 3／4 1

～∬
1 3／4 1／2 1／4 0

「皿（x） 1 0 0 0 0

「～ω（x） 0 0 0 0 1

rrj『 0 1 1 1 1

「「～岱
1 1 1 1 0

記～欝（x） 0 1／4 1／2 1／4 O

詔一「～x（XVl） 0 1／4 1／2 3／4 0

～岱「「x（Xlu） 0 3／4 1／2 1／4 0

「「x「「～x（Xll） 0 1 1 1 0

「x，「～x，x～x，Xr「～亀～x「「xandr「x「「～x．

Here・fter・w・den・t・tl・e・b・v・・i・・t・m・…the・ymb・1・X°，　X’，　X°°，　X°1，　Xl・・nd　X11，

respectively．

。熟灘・翻瑠ヒ：1二謙゜欝繋禦1繍蕊γ凱認）蒲謡
term，　whi・h　d…n・t・pP・・・・…i・b1叫i・exp・・d・d　i・t・the　di・jun・ti・n（OR）・f　p，。dllct

term・whi・h　e・i・t・11…i・bl…h’・m　the・b・v・di・cu・si・・s，　we　c…lw・y・e・p・・d・pr（）dllct

te「1nαi・t・・di・junct，i・n・f　pr・d・・t　terln・・pP…i・9・11…i・b1・…d・eprese・t・d　by・、11y。t

most　one　of　the　fbllowillg　six　special　a七〇ms　for　each　variable　2’i．

X2，　X～，　xp°，　X21，　xi°a・d　xl　1．

Hereaft・・，　we　c・ll・p・・duct　term，　wlli・h　i・finally・bt・ined　by・・p・n・i・・d・n・t・d・b・。，，。

minterm．

Examp1・53一禰・ble　prodei，ct　t・rm・x・「x・　i…p・nd・d　i・t・α4乞卿・伽・〃舳・t　t・7’M、。1）．

罵灘離1瀦2轟罰聯櫨濡綴識謂躍1雛謙翻
・吻・・伽・掴・lt・”…卵〃・w・・xp・・X8－xp（X昼VX身1）X8－xPX昌X2　v　xPX81×8。

　Now，　a　Iogic　forlnula　represellting　a　Kleene－Stolle　logic　fullction　F　can　be　expanded　illto　a

disjunctive　fbrm．、Fニα1＞α2　V＿〉αm，whcreαf（iニ1，＿，M）is　a　millterl11，　by　the　distributive

laws，　the　absorption　laws，　De　Morgan，s　laws　and　so　on　as　discussed　in　Section　6．2．　Each　minterm

αfcan　be　classified　into　one　of　the　fbUowillg　tllree　type8．

type　1：Amintermαconsisting　only　of　Xo，　Xl　and　xll　for　any　variable　x．

type　2：Aminterlnαconsisting　only　of　Xo，　X1，　Xll，　Xol　cftlld　Xlo　fbr　any　variable　x　and

　　　　appearing　at　least　one　of　yol　or　ylo　fbr　solne　variable？」．

type　3’：Amilltermαappearing　Xoo　fbr　some　variable　x．

L・t・b・・mi・t・・m・f　typ・3’・lf・X”i・・pP・a・ed・i・・　for　s・me…i・b1・・，・then　w・alw・，　y・h。。，

the　expansion　YooX11＝yoo（Xol　V　Xlo）＝yooXOI　V　YooXlo．　Because　letαbe　all　elemellt　of

㎏㍉then（X°1　V　X’°）（a）≠Oif・・d・nly　if　X11（・）≠0．　Theref・・e，（y°°X°1　V　y°°Xl・）（。）≠0
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adisjullction　of　tlle　following　three　types　of　milltel’ms．

t，ype　1，　type　2　and

typ・3：Ami・termα・pP…i・g　X°°f…s・me　v・・i・b1・x，　and　never　exi・ti・9・Yll　f。，。。y。。，i、ble

　　　　？J・

6，3．2　Some　Properties　of　Type　1～Type　3　Minterms

舗騒鷲翻慧II艦騨鴇1認e「eafte「，the・et・｛°・1｝，｛・，・／2，1｝

霧鼎蕩瞥1巴：恥沸1）端瀦総瓢甑糠∴簿罪・nd・　to　a

の野＝

xp
　：

Xヌ1
　t
xヌ
　～

if　αi　＝O

if　ai＝1／2

if　αi＝1

Then・b・i・uslyα（・）－1・・d　there　i・・ne－t・一・ne　c・n’・・p・ndence　b・twecn　mi・t・・m・・f　typ，1

and　elemen七s　of瑠．

£e翻翻臨〒．馳瑠，1謝篇猫温9謙1臨α，羅剛・

碓＝

　
0
　
1
　1

0
・
ー
－
・
z
－
°
ε
0
°
ε
－
’
2

X
X
X
X
X

ザ　ai＝0
げ　αざ＝1／4

げ　αゴ＝1／2

げ　ai＝3／4

げ　αゴ＝1

The・・b・i・u・ly・（・）＝3／4・nd　the・e　i・・ne－t・一・ne　c・rre・p・・d・nce　b・tween　mi・term・・f・typ・

2and　elements　of　Vsn－V3n．

D・員・iti・n　8五・孟・一（α1，…，α・）δ・α・・」・m・伽耀一町．　Th・漁・・1・m・nt・鷹，P。n、（1、

t°α　mi・t・rm　a－xf’・…・・興n・∫妙・3げ侃・・勉・foll・ω吻，・8～・伽・ん・～4・fo7’・v・ry・i．

の『‘＝

xi

x’o

x20
xpl

x’

ザ
ザ
げ
ザ
ザ

ai＝0
αゴ＝1／4

αi＝1／2

ai・＝3／4

ai＝1
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　Then　ol）viouslyα（α）＝1／2　and　tllcre　is　one－to－one　correspondence　between　minterlns　of　tyl）e

3and　elenients　of　V♂一㎎．

Examp1・6（0・1／2・1）…T・・P・nd・　t・a・minterm・ノt〃P・　1，　XgXS　i　Xg，・・4（0，1／4，1／2）・・…－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　X？X易゜xS’，・nd伽一P・・仙疏呵吻・3，　xPX量゜X8°．sponds　t・th・at　Oノ妙e　2，

　In　the　partial　order　relatiol1≦Ks　discussed　ill　Sectio116．2，　if　the　elelnen七sαandゐof　Vs　are

comparable　to　each　other，　thell　we　c～m　filld　tlle　greatcst　lower　bound　ofαand　b　col’lcerllillg　with

≦i〈s，　otherwise　we　can　not．　We　will　write　a　great，est　lower　boun（l　ofαalld　b　asα△Ksδ，　and　if　the

greatest　lower　bound　ofαand　b　does　not　exist，　then　we　will　write　it　asα△Ksう＝の．　Tllis　call　be

・xte・d・d・m・ng瑠・・f・II・w・・F・・tw・・leme1・t・α一（・1，…，・。）・nd　b＝（bl，＿，b，、）・f　V6n，　w・

wlll　defineα△Ksb　as（α1△Ksbi，・一，α7～△Ksbn）and　if砺△k’sbi＝のfbr　solne　i（i＝1，．．．，n），　then

we　will　defille　it　asα△1くsb＝の．

Example　7　Supposeα1＝（0，1／4，1／2），α2＝（O，　1／4，3／4）and　a3＝（0，1／2，3／4），　thenα2≦Ks

ai　・nd・a3≦Ks　a2，　wh…α・α1・nd・a3・r・・n・t　c・mparable，翻」・α1△KSα3＝（0，1／4，3／4）．

Lemma　l　Let　a　be　any　element　o／V3nαnd　a　be　the　correspond吻minterm（ゾt2Jpe　1．1アbis　an

element　o／v即んeη

ωb≦Ksαif　and・吻ザα（b）＝1，

ピ2／b≦Ksαif　and・吻げα（b）＝0．

　Proof：（1）is　evident　from　Definition　5．（2）is　derived　directly　from（1），　becauseα（b）＝10r　O

for田1　elements　b　of　Vsn　ffom　Definition　5．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

L・mma　2　Let　a　be　any　element・ノvgL瑠α磁αうe・the・c・rres卿d吻m翻・・YrL・）f　type　2．〃b

is　an・e～ement・ノv。1・”tんen

（1）b≦Ksα｛ゲαn〔i　on’yザα（b）＝3／4，

r2／b≦1〈Sαand・a△Ksb≠のif　and・吻げα（b）＝1／2，

ピ3ノα△Ksb＝のij　and・吻ザα（b）＝0．

仰e卿0／is　omitted）

正emma　3　Leごαδe卿ε1ε肌eπオ・ノ瑠一V4”　andα　be　the　c・rre・P・nd吻m・inte7’m・掬pe　3．穿b

is　an　element　・f　Vsn　tんen

ωα≦i〈S　b　if　and・吻げα（b）＝1／4，

ピ2／a　IKs　b　if　and・吻げα（b）＝0．

仰e脚（）f　is・mitted？

　Leしα，βand　7　be　minterms　of　type　1，　type　2　and　typc　3，　respectively．　Thenα憂ζβα区7alld

βZα，tha七is，αVβ≠β，αV7≠’）’alldβ＞7≠・γ，　frOl）1　each　definition　of　111illterlユユs．

Lemma　4五eオααπ4βわe痂オε㎜5・拘Pε1～t？JPe　3　and，α・nd　b　be　thε　c・”’espond吻elem・傭

・ノマ『．Tんe箆
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（0β⊆αif　and　only　ifα＝6，？〃henααndβare　minter7ns　o／type　1，

（2？β⊆αif　and　onlyげb≦KSα・ωhen（V　isαm・interm，0ノ勿1）e　1αη4βisα7腕？LオεrηZ　O∫type　2，

（3？β⊆αザand　onl？J　if　b≦Ksα，ωhenαisαminterm　o／t？Jpe　l　and　5　isαminterm　O／type　3，

（4ノβ⊆αザαnd　onlyザb≦KSα，ωhenααndβαre　minterms　o／t？Jpe　2，

ピ5ノβ⊆αif　and　oπ勉げα△Ks6≠の，　lvんenαisαminterm　O／tgype　2αη4βisαm・interm　oノ勾Pε

　　3，

r6ノβ⊆αif　and　oπ匂ザα≦Ks　b，ωhenααndβα，・εml伽孟εT㎜3（ザt？Jpe　3．

Pr・・f‘（1）lt　is　evide・tα〉β一αwhc・・－b・L・t　us　s・PP・・eα〉β一α．　Tlli・i・・plies　th、t

・（・’）≦β（α’）f…ll・lelne・t・α’・f聯，　tl1・t　i・，α（b）≦β（b）．　Theref・・e，　b≦i〈s　a　h。ld、　fr。m

β（b）－1・・dL・mm・1・1・Thu・，　w・h・v・α一b，・i・ce・and　b・・e　e1・me1・t・・f瑠．　The　p…fs・f

（2）～　（6）are　sinユilar　to　that　of（1）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Definition　9　Jf　a　Kleene－Stone　logic　function　F　is　represented　byαlog’icプbrmula　F＝αI　V，．．V

・m，th・n　it　is　said　tん・t　F　i・in　th・　・an・ni・al　dis」’un・伽・加・ω厩α、（葱＝1，＿，m）i、，α，ん

one　o∫t3／pe　1，　type　20r　type　3　minterm　andαi　Zαゴノbr　an3／iandゴ（i≠ゴ）．

Examp1・8Th・・α繍・・1吻・…伽・加呵3伽・bl・Klee・・－3嬬’・9納・c伽F＝（Xt＞
・IX3）X8°is・btained・・fo〃・ωS、

F＝（xl＞・lx身）x8°

　　＝xlxg°V・IX身X8°

　　＝xl（X，°　V　xS　V　xli）X8°〉・1×8×8°

　　＝X｝X8×8°vxlxSX8°＞xixS’．X8°〉・1X躍゜

　　－xfxタX8°＞xlxS、X8°vxlx量1×2°V（xl＞xp1）X身X2°

　－xlX8×8°vxlx量X3°＞X｝X量1×3°＞xlx3×3°vxp1X身X2°

　－xfx身X8°＞xlxJx8°＞xl（X81　v　xl°）X3°＞xlX8理vxp1×2×3°

　－xtxSX－8°＞xlxlX8°＞xlx81×3°＞xi　xl°X2°＞xlX2×3°vxp1×8×8°

　＝xlxSX8°＞xlxS　X8°＞xlX身1×3°vx潟゜X8°vxp1X身xg°

Here，　tんe　elements　（1，0，1／2），　（1，1，1／2），　（1，3／4，1／2），　（1，1／4，1／2）　and（3／4，0，1／2）　are　corre－

・1，・・吻t・〃・・煽疵”・・XIX身X2°，　X呈X旦Xg°，XIX8iX8°XIX者゜X3°・・齪p1XgX8°，…P・C一

伽吻・Therefor・，…ry　minterm・is　n・孟・mitte吻an・tん・・漉πオ・㎜3加m五emma　4，　ThUS，　the

canonical　disptmCtiveノ’orm　O／Fis

X｝X8×8°vxlxlX8°＞xlx81×2°＞xlX呈゜xg°V　xPixSX，°°

L・mma　5五・t　F　b・・Kl・…－St…1・gi・加・ti…nd…、　V＿Vαm　tん・・αn・nicα1　dise’unctiv，

f・rm・ノE　Tんe・F（α）＝αi（α）for　th…rr・sp・nd吻・Z・m・漁t・αi（i＝1，＿，m）．
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elemellt　toαゴ，　and　thcrefbre　by　Lem11｝a　42αゴ⊆αゴ．　Tllis　colltradicts　toα1＞．．．〉αm　is　the

・an・11i・・l　di・jul・cti・・飴・m・Tl1舳・・，　w・・1・・11・v・F（・）一α、（・）wl1・11α、　i・・type　2　mil、むerm．

W・ha・e　F（α）一α・（α）i・七1・e・imil，ft・manne・whe・αぎi・・typ・31ni。term．　　　　■

The°rem　4吻κ1・…－3オ…励伽伽・α・δ…p・…nt・4吻吻rig励剛ん，。。d，畷
ごんe・minterrns／by　the　c・n・n蜘1吻侃翻e／・T’M．

P・’・・f・L・tus　s・pP・・e　F・　・＝　ai　V…〉α、　a・・d・F2＝α1　V．．．〉α1・・e　tw。　differe。t，a、1。。i、。l

disjunctive　fol’Ms　of　a　Kleelle－St，one　logic　fi111CtiOrl　F（It　is　evidcllt」ヤ01n　the　above　discussion　that

七llere　i・・t　l・・st・・e　c・n・・i・al　di・jun・ti・e・f・1’1…fF）．　N・w，　we　c・1・s・pP・・e　that。minterlnα

・・i・t・in　Fi　b・t　i・F2・wi七h・・t　1・ss・f　gene・・lity，1・the　foll・wi・9　P…f，αi・。ssumed　t。　b，。n

elelnellt　corresponding　toα．

　　Firsむ，　assumcαis　a　type　l　millterm．　Tllen　by　Lemma　5　Fl（α）＝F2（α）＝1，　Therefore，　there

Sec・・d　a・・umeαi・atyp・2mi・term・Thel・by　Lemm・5F1（・）－F2（・）－3／4．　The，ef。re，

toα”．　By　the　assumptiollα≠α’，　we　haveα≠α”，　alld　there　f（）re　by　Lemma　4．4α⊆α”．　This

contradicts　tllat・FI　is　the　cano11三cal　disjurlctive　fbrm．

Fin・lly，・ssllmeαi・・typ・31・i・term・The・by　L・mln・5F1（・）－F2（・）－1／2．　Thi・impli・、

th・t　there　i・atyp・2・・typ・3mi・t・m・α’i・・凡・・ch　tllat・’（・）ニ1／2．　lfα’i・・typ・2，　the・by

L・mm・2・3・△Ks・’≠伽・the　c・rresp・・di・9・lelne・t・’t・・’．　Since　F1（・’）－F・、（・’）＝3／4　by

Le1㎜・5，　th・・e　i・・tYl・e　21ni・termα”i・F2・ucl・thatα”（・’）＝3／4，・1・d　by　L・mm・2．1・’≦Ks。〃

f・・the　c・rre・p・・di・・9・1・me・t・”t・α”・・△・・s・’≠の・・dα’≦Ks・”imply・△Ksα〃≠の，。。d

accordillglyα⊆α”by　Lelnma　4．5．　This　cont，radicts　that　Fl　is　tlle　canonical　disjmlctive　f（）rm．

Ifα’i・・type　3，　the・by　Lelnm・3．1α’≦Ks　a　fo・tl・e　c・rre・P・・di・g・leme・tα’t。α’．　Since

F1（αノ）＝F2（α’）＝1／2　by　Lemma　5，　there董s　a　type　20r　type　3　milltermα”ill　Fl　such　tllat

・” i・’）－1／2・α”i…ver七yp・2・ince　by　Lemr1・・2．3・’△Ks・”≠晦tl・e　c・rre・P・・di・9・1・、。e。t

α”toα”，　and　therefbre　we　llaveα△Ksα”≠の．　Accordingly　by　Lemma　4。5α⊆α”，壬uユd　this

contradict，s　tllat　Fl　is　the　ci・　nonical　disjunct，ive　form・　Ifα”is　a　type　3，七hen　by　Lennlna　3．1

・” ?js・’f・・the　c・rre・p・・di・9・leme・t・”t・α”，・・d・cc・・di1・gly・”≦Ks・．　Therefo・e　by

Lemma　4．6α⊆α”，　and　t，his　contradicts　that　Fl　is　the　canonical　disjunctive　fbrm．

　Theref（）re，　any　Ininterm　apPearing　ill　FI　also　aPpear　in　F2．　In　tlhe　silnilar　n）anner，　any　milltemユ

appearing　ill　F2　also　appear　ill　F1．　Tllis　completes　the　proof　of　tlle　tlleorem．　　　　　　　　　　■

6．4 ACharacterization　of　Kleene－Stone　Logic　Functions

By　The・・eln　3，・ny　Kleene－St・ne　l・gi・fun・ti・1・i・d・termined　u・iquely・・ly　f・r　ev・・y　i・pl1む。f

階，and　it　is　clear　that　Vs　is　the　rallge　of　Iくleene－Stone　logic　fullCtiOIIS　whose　domaill　is　restricted

もothe　set「レ3n．　Hereafter，　we　call　a　Kleene－Stone　logic　fimction　wllose　domaill　is　restricted　to

レln　a　5－vahled　Kleene－Stone　logic　function，　t，hat　is，　a　5－valued　Kleene－Stolle　logic　fullCtiOll　is

afunctioll　F：Vsn→レち（called　a　5－valued　fullCtiOll　below）represented　by　a　logic　fbrmula．
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Obvi・usly・it　i…七t・ue　th・t・v・ry　5－v・11・ed・functi・n　c・n・bt・・i・by　lne・ns・f・1・gi，　f。rm。1。，　th、、t

i・，5－v・llled　Iく1eene－St・ne　l・gi・負1ncti・1・…en・t　fllllcti・n・lly　c・1・pl・t・，　Of，。urse，　Kleene．St。ne

l・gi・丘mcti・n…e・1・・n・臨・cti…lly・・1npl・t・by　The・・en・1．　Tllercf。，e，丘，st，　w，，ユi、cllss。

諜謝搬1ご1轍蹴1，畿，瀧撒。臨書盈翻，誌1・諏噌融1
・・ll・d・・i・丘・i七e－v・lued　ftin・ti・・b・1・w，　t・b・・Kleene－St・・1e　l・gi・fun・ti・n・，・・d　it，、。　b，　p，。v，d

by　usillg　the　result　of　5－vahlcd　Kleene－Stone　logic　functiolls．

6・4’1 ﾄ：謙and　Su缶cient　C°nd’t’・n　f°・5－V・’u・d　Kleene－St・n・L・gi・

The　following　set　of　fbur　condi七ions　is　a　necessary　and　su缶cient，　conditioll　for　a　5．valued　function

to　be　a　5－valued　I（leene－Stone　logic　function．

（α）α∈｛O，1｝nimplies　F（α）∈｛0，1｝，

（b）α∈｛0，1／2，1｝ηimplies　F（α）∈｛0，1／2，1｝，

（c）α∈｛O，1／4，3／4，1｝nimplies　F（α）∈｛0，1／4，3／4，1｝，

（のα≦Ks　b　implies　F（α）≦Ks　F（b），

whereα，b∈Vsn・

　First，　we　will　discuss　5－valued　functions　satisfying　Collditions（α）～（d）．　Let　F　be　a　5－

・・lued　f　lncti・n・・ti・fyi・g　C・nditi・・s（・）～（の・The・，　we　c・・sider・peci丘・丘・…b・et・F－1（0），

F－1（1／4），F－1（1／2），　F一1（3／4）and、F『1（1）of　Vsn　as　fbllows．

F－1（のニ｛a∈Vsn　I　F（α）－i｝，

where　i∈V5，

Iti・c1・肛thatF－1ω∩F－1（の（i≠ゴ・nd・i，ゴ∈V・）・nd　U　F－1ω一曜．　S・pP・・eαb・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈Vs

a・e1・me・t・f　F－1（3／4）・Then，・ll・1・m・・t・b・u・h・・b≦Ks…eal・・d・me・t・・f　F－1（3／4）

丘om　Condition（の，　　　　　　　　　　　　　　　　　Ifαis　all　elelnellt　of　F－1（1／2），　thell　all　elemellts　b　such　ausα≦Ks　b　are

also　elemellts　of　F－1（1／2）．　Moreover，　ifαis　an　element　of　F司（1），　then　all　elements　b　such　as

b≦Ks…α≦Ks　b・・e・1…1・ment・・f　F一1（1）・Therefo・e，　tlle・・bset・F－’（1／2），　F－1（3／4）

a・dF－1（1）…h　forin・p・・ti・1・・der舳it・・et・c・・cer・i・g　with　tl・e　re1・ti・・≦。、．　Theref。，e，

for　any　given　5－valued　fllllct，ioll　F　sat，isfying　Conditions（α）～（d）the　set　of　n）axiinal　elelneuts　of

F－1（3／4）and　p　l（1），　denoted　by∂F－1（3／4）and∂F－1（1），　and　the　set　of　iiiiniinal　elements　of

F－1（1／2），d・n・t・d　by∂F－1（1／2），縦・u蜘1ely　d・termined，・e・p・cti・・ly．

Lemma　6五eオF西ε侃y　5－valued　function　3傭吻吻ごん8　conditionsω～ω，　then

θノ∂F－1（1）⊆V3n，

‘2ノ五・t・b・an・・1・m・・財F－1（1／4），　tん・漁・…廊オ・α・・～・m・・ご呵∂F－1（1／2）・・酬・・t

　　　α≦Ksb．

（Pr・・f　is・mitted？

Th…em　5η蹄・5－val・・d・Kl…e－St・n・1・9乞・加・ti・・，　th・n，　F・ls・・at・i　sfi・・0・顧伽ω

～ω．
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proof：It　is　evident　fol’1）1　the　definition　of　each　operation　and　Tlleorem　l　and　3．
■

Th・・rem　6写蹄α5一繍・d／・n・ti・…助吻0・・伽・・ω～ω，〃、，。オん，繍。5－。al’。，a

κ鷹咀St°ne　1・gi・加・ti・n　F’…n・ん〃・αごF（・）－Fκ・（・）f・r　an？」　el・m・nt・∈聯．

P吋F・…ygive・5－v・hled　fllnc七i・・F・sati・fyi・g　C・・diti・n・（・）～（の，　w，　will，。n，t，。ct。

孟V㌍撫鶴膿翻儲搬，翻翻寄1霊，謡）ぷ濃濫臨1賠
2，3）corresponding　to　tlle　elcinent，s　of∂F『1（1），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂F－1（3／4）・11d∂F－1（1／2），・e・pecti・・ly　W，　call

職禦鑓糖11繍壱y3撒i忽ll勝竃／雛鷲嚇II鑑膿鴇1～，k’
tllat　」Pf（α　　　　　　　）－F（・）f…ny・lemcllt・∈瑠・・f・ll・w・，　where　Ff＝恥V恥V乃．

（1）SllpP・・e　F（・）＝1，・t・he・there　exi・t・an　ele　nien　t，　b　i・∂F－1（1）・uch…≦i〈s　b．　The，ef。re，

for　the　type　l　milltermαcorresponding　to　b　i11．F1，　we　obtai11α（α）＝　1　from　Lemma　1．1，

Tl｝・・ef°re，．w・h・v・Ff（・）－1・C・11v…ely，　s・pP・se　Ff（・）－1，・then　F1（・）一・．　Theref・・e，　the・e

exlsts　a　mlntermαcorresponding　to　b　ill　Fl　sucll　asα（α）＝1，　andα≦Ks　b」謄om　LeInma　1．1．

Thus，　F（α）ニ1holds　since　b∈∂、F－1（1）．

（2）S・PP・・e　F（・）－3／4，　th・・there　e・i・t・・n　el・me・七bi・∂F－1（3／4）・ucll・・α≦Ks　b．

Therefo・・，　f・・tlle　lni・tcrmα・・rrc・p・・di・g　t・bi晒，　w・・bt・i・α（α）－3／4貨・m　Lelnm。2。1．

Tlle・ef・・e，　w・ll・v・乃（・）－3／4・C・n・ersely，・・1PP・・e　Ff（・）－3／4，　tl・en　F2（・）－3／4．　The，ef。，e，

tllere　exists　a　mllltermαcorresponding　to　b　il1」配～such　asα（α）＝3／4，　alldα≦Ks　b　from　Lemllla

2．1．Thus，　F（α）＝3／4　holds　since　b∈∂F－1（3／4），

（3）S・pP・・e　F（α）－1／2・tl・e・there　exi・t・・n・1・rr・ent　b　i・∂F－’（1／2）・u・h・・b≦Ks。．

Theref・・e・・f・・the　mi・t・・mα・・rre・p・・di・g　t・bi晩，　w・・bt・i・α（α）ニ1／2・fr・1n　Lemm。3．1．

Therefo・e・・F3（・）－1／2　h・ld・，　th・t　i・，　w・h…Ff（・）－1／2・C・nversely，・・pP・・e　Ff（・）－1／2，

thell　F2（α）＝1／20r　F3（α）＝1／2．　First　assulne　F：～（α）＝＝1／2　then　there　exists　a　lnillterI11α

corresponding　to　b　ill　F2　such　asα（α）ニ1／2，　and　thereforeα△Ksb≠のform　Lel皿111a　2．3．　Let

c＝・△・sb・th・t　i・，・≦Ks・・nd・≦Ks・b・The・，　w・11・v・F（・）＝3／4・・1／2・ince　F（・）－3／4

h・ld・丘・in　b∈∂F－1（3／4）F（・）－3／4，　ll・w・v・・，　d・es　n・t　h・ld　fr・m　the　di・cussi・・（2）．　Theref。，e，

we　have　17（α）－1／2・when　F2（α）－1／2・Next　assum・F3（α）＝1／2，　the・there　exi・t・ami。t，，m

αcorrespondillg　to　b　ill・F3　such　asα（α）＝1／2，　alld　b≦Ksαholds　fronl　Lenllna　3．1．　Therefbre，

w・h・・eF（α）－1／2・i・ceb∈∂F”1（1／2），whe・F3（α）＝1／2．

　（4）SuPPose　F（α）＝1／4，　then　tllere　exists　an　elenient　b　of∂F－1（1／2）sllcll　asα≦Ks　b丘℃m

Lelnlna　6．2．　Therefbre，　we　have　Ff（α）＝1／4　sinceα（α）＝1／4　froln　Lemma　3．1　whereαis　tlle

mmterm　corresponding　to　b・Collversely，　suppo8e・i」1ノ（α）＝1／4，　then　F2（α）＝1／40r　F3（α）＝1／4．

First　ags・m・恥（α）－1／4，　the・the・e　exi・t・・mi・tcrmα・・rre・P…di・g　t・bi・F・、　such・・α（・）

ニ1／4，・nd　therefo・eα△KSb≠O・fr・m　L・mm・2・3・There　fo・e，　byα△KSb≠の，　b∈∂F－1（1／2）

and　Collditioll（のF（α）＝・Oor　l　never　occllrs，　that，　is，　F（α）＝1／4，1／20r　3／4，　however，　F（ω

＝1／20r　3／4　dose　not　hold　from　the　discussions（2）and（3）．　Thus，　we　l1｝we　F（α）ニ1／4　when

巧（α）＝1／4．Next　assume　F3（α）＝1／2，　then　tllere　cxists　a　millt，ermα　corresponding　to　b　in　F3

sllcll　asα（α）＝1／4，　and　therefbreα△i〈sb≠の貸om　Lenlllla　3．3．　In　the　similar　lnalmer　we　obtain

F（α）＝1／4，1／20r　3／4，　and　however，　F（α）＝1／20r　3／4　does　llot　hold　from　tlle　discussions（2）

amd（3）．　Therefbre，　F（α）＝1／4

　（5）F（α）ニOif　and　only　if　Pf（α）＝Ois　derived　directly　froIn（1），（2），（3）and（4）．　　　　　　　■

　Alnong　the　conditions（α）～（d），　we　can　derive（α）from（b）and（c），　because　if　a　func－

ti・・F・・t，is丘・・（のa・d（・）i　t，he・f（・r　a・yα∈｛0，1｝㌧｛0，1／2，1｝T’∩｛0，1／413／4，1｝・ワ（α）∈

｛0，1／2，1｝∩｛0，1／4，3／4，1｝一｛0，1｝，・・dw・h・v・（・）．　The　rem・i・h・9・・1・diti・ns（b），（。）。1、d

（のare　independent　to　each　other．　Because，　tIle釦nctioll　Fx＠is　olle　of　b，　o　or　d）ill　Table　6．2
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・・ti・丘es　tlle　rem・il・i・g　tw・…diti・ns，　b・t　n・七the　c・ndit，i・・ω，・・d・therefore，　F．　i・an　e。、1。pl，

that・tlle　condi　t，ion（x　　　　　　　　　　　　　　　）・・m・・td・・i・・d　f・・m　tlle　reln・i・1i・g　tw・…diti・・ns．　Thu，，　the　c。nditi。。s

（b），（c）and（d）are　independent　to　each　other．

Table　6．2：Tmth　Tables　of凡，、Fc　and　Fd

¢ 0 1／4 1／2 3／4 1

凡 1／4 0 0 0 0

凡 1／2 1／2 1／2 1／2 1／2

馬 0 1／4 0 1／4 0

6・4・2　Necessary　and　Sufficient　Condition　fbr　Kleene－Stone　Logic　Functions

Here，　we　prove　that　the　following　five　collditions　is　a　necessary　and　suMcien七condition　for　an

i・丘・ite－v・lued魚n・ti・・t・b・・Kleene－St・1・e　l・gi・負mcti・n．　Ob・i・usly，・m・・g　the　f・ll・wi・9丘。，

　　　　　　　，（A）is・ecess・・y　by（B），（0）・・d　the　di・cussi・ns・f・the　e・d・f　the　p，e。i。us　secti。。．conditions

（u‘1）α∈｛0，1｝nimplies　F（α）∈｛0，1｝

（B）α∈｛0，1／2，1｝πiInplies　F（α）∈｛0，1／2，1｝

（0）α∈｛0，1／4，3／4，1｝ηimplies　F（α）∈｛0，1／4，3／4，1｝

（1））α≦Ks　b　implies　F（α）≦KS　F（b）

（E）可一F（・・a）丘・r・・y…chthat　o＜・≦1／2

whereα，b∈vn．

エ・mm・7五・げδ・・痂伽e一繍・伽励…珊・αオ乞・ガ・・0侃痂・・倒，孟ん・・F・」…α師，，
‘ん・げ（α）ゼ5απε～・m・痂ノv5ωんenever・a∈Vsn．

　1）roof：Sllppose　tllatαis　an　element　of　Vsn　sucll　tllat．F（α）¢Vs．　Then，α＝互εholds　fbrεニ

1／2・Therefore，　w・・bt・i・F（・）－F（互ε）一．Fi（・）ε∈V。・　f・・ε一1／2丘・m　C・nditi・n（E）．　Thi、

contradicts　to　F（α）¢「レも．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Th…em・7　ij　F　i・αKl・…－3孟…」ψ加・ti・n，・th・n　F　i・an・infinite一翻・d加・舌伽・α励吻

o・nditi・ns　（Aノ～（Eノ。

　Proof：It　is　evident　from七he　defini七ion　of　each　operations（・，〉，～，「）and　Theorem　1，　Theorem

2and　the　definition　of　logic　f（）rmulas．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Th・・rem　8写F乞・α・師嘘一v・～u・d加・伽5α励吻0・・痂侃3（Aノ～働th・n　F・isα
1（leene－Stone　logic／itnction．

　1）ro（ゾ’It　stands　always　true　from　Lemma　7　alld　Conditiol1（E）tllatα∈Vsn　implies　F（α）∈Vs．

Therefore，　there　is　a　Iく1eene－Stolle　logic　fUnctioll」9ムcs　such　tllat」F（α）＝Fls・s（α）for　a！）y　elenient

α∈階fi’om　Theoreln　6．　Then，　we　can　prove　that　F（α）＝Fκ3（α）fbr　any　elelnelltαof　Vn　as

follows．　Suppose　that　F（b）≠．FA’s（b）for　an　element，　b　of　Vn－Vsn．　This　ilnplies　eacll　olユe　of
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（1）F（b）＞Fκ3（b）・・（2）F（b）＜FI，・　S（b）．

If（1）h・ld・the・w・・b・・i・F（b）ε一F（万ε）〉．1・」、s（万ε）－F。’s（b）εf。，ε一mi11（，・，1－，’）、。d，・一

臨畠灘’謙騰1詮F（α）＝恥（α）f°「any　eleme・t・・f㎎～si・ce石ε∈㌦

6・4・3　Relationship　between　Conditions（A）～（E）

C・・diti・・s（A）～（E）・・e・・t　i・d・pe・d・・t　t・e・・h・しhe・，・i・ce（践）i・d・・i・・d丘・m（B）。、、d（0），

・・d（B）・・d（D）・re　deri・・d貸・m（E）・1・tllis　se・ti・・，　w・will・11・w　tl・e・b・ve　rel・ti。nship，．

エ・mm・8五・t・＝（・1”・・，…）・痂一（bl，…，占。）δ・e」・m・傭・耀…んth・オ・≦1、s　b．　Th，。，

伽・・瀟…」・m・・揺＝（t1，．．．，tn）Of　VTi・翻・…t備ε1，・，…励伽一τε1，b＝τε・αnd

O〈ε2〈ε1≦1／2．

P瞬・i≦Ks　bi　h・1柚・・ny・i－1，…，・丘・mα≦Ks　b・Thi・impli・・th・t・n・・fthe　f・11・wi・9

three　relations　holds　fbr　each　i＝1，，．．，η

ai＝bi，　αi＝1／4　and　biニ1／2，0r　　aiニ3／4　and　bi＝1／2．

li望tg｝器編轟乱、1‘品，畿｝畿dl「de「t°existオ・alldε1，ε2　such　t1・・t・・一斎・nd

0＜ti＜ε1　andε1≧ti≧1一ε2．

Tlleref・re・w・・bt・i・・i一がa・dδ・一万εf…ny・ti…励破、〈ti≦・，，・・d・cc・，di。gly

O＜ε1くε2≦1／2・In　the　remaini1ユg　cases，　we　can　prove　ill　tlle　similar　malmer．　　　　　　　　■

L・mm・9五・t・＝（・1，…，・・）・nd・b－（わ1，…，δ。）b・・1・m・傭・ノV・．　Th・n・a≦Ks　bザ。。d

・吻海ε≦KSず妙・n〃・（0＜・≦1／2）．

　Proof：First，　sllpposeα≦Ks　b．　This　implies　tllatαi≦Ks　bi　for　any　i＝1，．．．，n．　Moreover，　we

・bt・i・房一〇，・／4，・／2，・3／4・・lf・…y・（0＜・≦・／2）．　If　l項一1／4　h・ld・，　the、、　thi，　implies

O＜biくε・Theref（）re，　we　obtai110〈ai≦bi〈εsince　ai≦Ks　bi　and　O＜bi＜ε．　This　implies

可ε一1／4・Thus，　we・1・t・i1・ず≦Ks瓦ε．　F・・the　rel…i・i・g　c・・es，　we　ca1・P。・v，　i。　the，imil。，

manner．　Tllerefore，　it　llas　been　proved　the丘rst　part　of　the　lemma．　Next，　sllppose　dε≦Ks万εfor

anyε（0＜ε≦1／2）．　We　can　assume　without　loss　of　generality　that　a　I　Ks　bラtllat　is，　there　is　at

least　i＝1，＿lnsucll　tllat　ai≦Ks　bi．　This　implies　one　of

（1）ai　and　bi　are　not　comparable　to　each　other，　or

（2）　bi≦Ksαゴandαi≠わぜ．

If（1）h・ld・，　tllel・可1／・・nd蘇1／2・re　n・t・・mp…bl・t。，。，11。the，，　Tlle，ef。，e，　dl／・。。d石1／2

a「eIIo七comparable　to　each　otller，　and　tllis　contradicts　to　tlle　assumption．　If（2）holds，　then
房’ ?jsず’・ndず’≠5・’f・・ε’－mi・（・〃，・一・”）・・d，〃一＠＋b、）／2．　The，ef。，e，π・’≦Ksげ’

does　Ilot　hold，　and　this　contradicts七〇the・tussul｝IPtiOll．　This　completes　the　proof　of　the　lemma．圏

Lemma　10　Let　a＝（α1，＿，αη）δeαn　element（’f　Vnαnd　Ei，ε2うe　constαnts　such　tんat　O〈ε1≦

1／2and　O＜ε2≦1／2．1アε1≦KSε2，　then　ffε1≦Ks五ε2．

93



P…f’　lt　i・・t・i・i・l　p・・bleln　wllc・ε1－…S・pP・・e　tll・tε1≦K，・，・・dε1≠・，．　Thi，　ilnpli，，

0　＜　ε1　＜　ε2　≦　1／2．　　　　　　　　　　　　　　　The・，　we　c・・P・・v・tl・・t・ne・f　the　f・ll・wi1・g・el・ti・ns　h・ld・f｛・r・・y。、

（0≦αゴ≦1，乞＝1，＿，γの．

亦1一畝・・～ガ1－1／2・nd～が・－1／4，・・3／4

Theref（・re，　w・・bt・i・ず1≦Ks　d　’f・…yi＝1，．．．，n，・that　i・，　d・・≦Ksび1．
■

Th・°「em　9ゐ・ごFδ・α痂加孟襯ん・d加伽．〃F・αti・ガ・・0・・伽・倒，
師ε500η痂on　（Bノ．

then　Fαlso　sαt一

Pr・・f・L・t・b・・n・lemel・t・f瑠・The・，　F（・）∈V，1・・ld・f・・m　C・・diti・。（，）。。d　L，mma

6・S・pP・・c　th・t　b　i・・n・1・me・t・f瑠・u・h　th・t　F（b）¢・V・．　Tlli・imPlics　t11・t　F（b）∈Vs－V3

－｛・／4・3／4｝・・db一島・・ny・（0＜・≦1／2），　Therefo・e，　F（b）－F（TbE）－F（b）εh。1dS

f・・any・（0＜・≦1／2）fi・・m　C・・diti・・（E）・0・the・七he・h・・d，　F（b）・－1／2　h・ld・飴・a。y。

（0＜・≦1／4）f・・mF（b）∈｛・／4，3／4｝・Thi8　c・・t・・di・t・t・F（b）一齎f・・any・（0＜・≦・／2）．

This　completes　the　proof　of　the　theorem．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Th…em　10五・ごFδ・α痂加オe一曲・d加伽・．びF・・師・・伽伽・・（Eノ，オん，。　F。1、。
3α顧ε50・nd伽n（1）ノ．

P吋S・PP・・eα・nd　b　be　elem・・t・・fγ”su・h　th・t・≦Ks　b。　The・，－aE≦Ks石ε1・・ld・鉛・・ny

汎鴇導織烏e獣趣瀦石艦灘蹴蹴翻憾1躍臨謙
丘om　Condition（E）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（・）ε一F（－ae）－F（τε1）－F（孟）ε1，

F（b）㌔F（ガ）－F（ie・）－F（t）ε’，

whereε・≦Ksε1　h・1ds　slnce　O＜・・＜ε1≦1／2．　Theref・re，爾ε1≦Ks可2丘。m　L，mm。

9，th・・i・，　w・・bt・i・F（・）ε1－F（・）ε≦Ks　F（b）ε一F（t）ε2　f・…y・（・＜，≦1／2）．　Thus，

F（α）≦Ks　F（b）holds　from　Lemma　8，　Therefbre，　it　has　been　shown　that　this　theorem　holds，　■

We　can　easily　show　that（A）is　derived　from（B）and（0）．　Because，　letαbe　an　element　of

V3n　andπ，　tllat　is，α∈瑠～．　Tllen，　F（α）∈V3　and　F（α）∈V4　frOlコ1（B）alld（0）．　Theref6re，

F（α）∈v2。

　The　conditions（E）and（0）are　independen七〇f　each　otller．　Bccallse，　iむis　easily　to　show　that

FE　of　Figure　6．3　satisfies　Condition（E），　but　llot（0），　alld　Fc　of　Figure　6．4　satisfies　Collditioll

（0），but・n・t（E）・R・ln　tl・e・b…，the　set・f　C・1・diti・ns（E）・1・d（0）i・anecess・・y・nd　suffi，iel、t

colldition，　which　is　independent　of　each　other，　fbr　all　illfillite　lnultiple－valued　filnctioll　to　be　a

Kleene－Stone　logic　fullCtiOll．

6．5 Minimization　for　Kleene－Stone　Logic　Functions

III　this　section，　we　describe　millil通zatioll　for　Kleene－Stolle　logic　filllctiO1ユs．　Amilli111al　form

described　ill　this　section　is　motivated　by　Boolean　functions　and　fuzzy　logic　fullctiOl）S．
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Fc（x）

／2

／4
・一……一

：

：

：
，

0
1／4 1／2 3／4 1

Figure　6．3：An　Example　Satisfying　Only　Condition（0）

FE（x）

／2

：

：

：

／4 …
：

：

：

0
1／4 1／2 3／4 1

Figure　6．4：An　Example　Satisfying　Ollly　Co1ユdition（E）

6。5．1　Definitions

First，　we　give　some　definitions　concerning　with　minimization　for　Kleene－Stolle　logic　f㎜ctions．

Definition　10　Let　F　beα4乞柳鵬c孟吻8／brm　oノαKleene⇔Stone　logic　function’7「んen，　F’is　said　to

δ・α煽漁・1加n　if・and・nly　if　n・・tんerε卿α1・帽ゴ珈C伽e加n伽・1・ing　a　sm・〃，吻オ。」

π鴨mber昭琵eTα」8．

　Note　that，　a　minimal　form　of　any　Kleene－Stone　logic　funct，ion　does　not，　determined　uniquely　as

well　a8　Boolean　functions　and　fuzzy　logic　functions．

Definition　11五εオFδeαKleene°Stone　lo9’iごノunction　andαゐεαP？’o伽c孟te「m．　Thenαtis　sαid

励e・an吻ti・翻・f　F　if　an（1　・nly　if　F⊇α・M・re・ver，α・吻1乞Cα撹α・］f　F・i・sa’id　t・卸・加・

げand　onl？Jザオんere　is　no　P7’oduct　termβ8鴛Cんtんα’F⊇β⊇ααndα≠β，　and　espeCZ’αll？J　an

♂mplicαnt　a（）f　F　is　said　t・be・an　essentiα～ザαε謝5伽卿禰励αりP・rm・μ。

Th…em　11　A　minim・1・form・ゾ・Kl・ene－St・n・1・gi・加・伽F・・n　b…郷・nt・d・b〃・齢

2unction　of　some（ゾthe　prime　implicαnts　Q／F，
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N°le　tl蝉11e　ab°v・the・rem　d…n・t・1・iln・・y　mi・im・l　f・・m・f・gi…Kleene－St・n・1。gi，

funct1・・F1・rep・e・e・t・d　by・disjuncti・1・・f・・ly　the　p・iln・impli…t・・f　F，、、1d　thi、　i，　diff，，e。t

llgm　B°91ea・f・n・ti・ns・・d　fuzzy　l・gi・fln・ti・n・・W・will・h・w・・1ch・1・ex・mpl・i・1、tter　h、lf。f

thls　section．

E’°mThe°rem　3，　in・・der　t・丘・d・mi・im曲r1・・f・K1・ene－St・ne　l・gi・f・n・ti。。　F，　w，　ne，d

t・9・tall　p・iln・ilnpli・a・t・・f　F・The・ef・re，1・ext　we　c・nsid・・h・w　t・9・t・ll　prim，　impli，c、1、t、。f

F．

1・the　f・ll・wi・g　d・fi1・iti・…typ・Ap・・duct　tcrm　me・ns　a　p・・duct　term・。cll　th。t．。i～。、．d。，，

Ilot　appear　ill　it　for　ally　variable　xi，　otherwise　we　call　it　type　B　product　term，　It　is　evident　tha七

every　produc七term　can　be　classified　one　of　type／i　or　type　B　product　terln．

Definition　12

ωαπ4ω．

Letααπdβゐe　product　tεrms　Sαtisfyingαt’east　one　oノオんe／b～Joωゴπ9　tωO　conditions

ω膿響饗瀞膿1α脇膿魏繍欝1謂轡蜘
ピb？For　50mε1ノα「iable　X’i，ααπdβcan西e　representedα5α’婦（α’区～X］）and　fi’～婿（β’区鰺）

　　　　　　　　　　　　　ωんθrε婿　　　respectively，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　denotes　one　o／Xi　or～Xi．

Tん・・，・・…en・ns　or・ノα・・4β磁加4・・α・pr・d・・t・t・㎜う・～・W，・Wん…th・symb・1・C，，β・m・α。、

αset　oノαll　eonsensus　cゾααndβ

（1？

（2？

（3？

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，and　especiαllyα’β’is　caUedαbαse　cゾconsensus　oノααndβ．

VVhen　they　satiSfoJピαノ，　thenα’β’∈oαβ．

When　they　sαtisノレ（b？・tんen／br　30me　variαble　xゴ（i≠ゴ），αノβ’2’ゴ～．Tj∈（裕β　ifα’β’isα

t？Jpe・4　product　term・」ゲα’β’isαt？ype　B　product　term，　thenα’β’∈0αβ．

The　onl3J　consensus　Oノααndβαγ・e　given　by（1／and‘2ノ．

Any　repeated　literals　are　removed　from　the　consensus　ofαandβ．

Example　9　Let　a　and　fi　be　product　terms　on　xl，2’2αnd　x3．

（1？

ピ2ノ

（3？

Whenαニ「Xl～X2αndβ＝・～X1「「XIX3，ωεんαveσαβニ｛～の1～ω2×3｝

Whenα＝～X2「「～2’3αndβ＝～X2「「X’3，

ωe　んα”e　Oαβ　＝　｛．T’1　～x1「「x3「「～x3，x2～x2｝

陥eπα＝Xl　andβ＝～Xl，？〃εんα”eOαβニ｛X2～X2，」じ3～¢3｝

6．5．2　Lemmas

In　this　section，　we　show　some　lemmas　before　deriving　an　algorithm　to　filld　a　minimal　form　of　a

glven　Kleene－Stone　logic　function　F

L・mm…L・オα＝・7・・…x：・・4β＝・f・…・の・P・・d・・ごオ・㎜・，ωゐ・・一岬・・4・ダ

denotesαn　atom　Of　xゴ（i＝1，．．．，n）．　Thenα⊆βiMl）1’ies置んαオ記野⊆⑦ダfo7’αny　i＝1，．＿，n．
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P・・ψlti・cl・・蹟・1n　tl・et・・tht・b1…f・t・1n・th・tw・・lw・y・h。v，、。，1，me。し。＿

総温）・言。醜1器1鼎（舷、言、審’、1留1臨∴糧亀w黙《1認㍊li漁

慰黙雛1｛罰黙1欝轡黙慧簾雛警謙鞠謙羅
1ニ1，＿，n．　This　completes　tlle　proof　of　the　lemma．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　圏

Lemma　12　Let　aαη4βbe　product　terms．　if　7　isαconsenSttS（ゾαand　p，　tんen　7⊆α〉β，　that

乞5，α〉βv7＝α〉β．

P吋Fi・st・ssume・・ndβ・・ti・fy七11e　c・・diti・rl（・）・f　D・伽iti・n　12，　Thenα。ndβ，。n　b，

器1塩、t騰唯耀認yS職t謹鎗（1，a）些職呈宏鵜謡1・蹴
7（α）＝α’（α）that圭s，α’（α）≦β’（α），then　let　assmneもllat

（1）（α’x｛・）（α）＜α’（α）　and　　（2）（β’婿ノ）（α）＜α’（α）．

By・囮’－1・・1（・）－1…1’（・）－1・alw・ys　s・ti・且es，・1（・）＝1，h・w，ver，　d。cs　n。t　h。ld　bec。use

i騰1擢瑠溜1（α）froln（1can　derive）諜i二｝1欄塩t繍藷耐雛

Therefore，7（α）＝α’（α）≦（α’ω1）（α）V（βノω1’）（α）＝（α〉β）（α）．　We　can　also　show　the　sanユe　result

whel1β’（α）≦α’（α）．

the・（・，ゴ～・ゴ）（・）＝1／2・nd（・’β’）（・）≧1／2，　tl1・t　i・，・’（・）≧1／2　alldβ’（・）≧1／2．　Th。s，　w，

0btain（αVβ）（α）≧1／2　since媒（α）≧1／20r～可（α）≧1／2　stands　always　true．　If・γ（α）＝1／4

the・the　l…t（α’β’）（・）≧1／4　must　b・heki・Thi・impliesα’（・）≧1／4・・dβ’（・）≧1／4，。。d

tllere鉛re　w・・bt・i・（αVβ）（・）≧1／4・Whcnα’β’i・・typ・Bpr・d・・t　term，　Or一α’β’．　Thus

7（・）一α’（・）・・β’（・）f…1・y・1・me・t・∈階・Whe・7（α）一α’（・），　that　i・，α’（・）≦β’（。），1，t

assume　that

（3）（α’z歪）（α）＜α’（α）　and　　（4）（β’～xl）（α）＜α’（a）．

Byα’（α）≦1／2　and（3）we　haveωぎ（α）＜1／2，　and　there丘）re～婿（α）＞1／2　must　be　held．011

the　other　hand，　by（4）β’（α）〈α’（α）or～zfi（α）〈α’（α）hold，110wever，　both　two　contradict　to

・’ i・）≦β’（・）・nd～婿（・）＞1／2，　re・pecti・・ly・・Theref・re，　7（・）一α’（・）≦（・’・歪〉β’～・’1）（・）一

（α〉β）（α）・We　call　prove　some　result　whenβ’（α）≦α’（α）．　Tllis　completes　the　proof　of　the

lemma．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

L・mm・13五・tαb・αm翻・・m・）f・t・」P・1，2・・3・・面う・tん・…T・・遡吻・r・m・帽・α．〃β

z8απ励itrαrzt　product　term，オんen

（1）ωんenαisαtYl）ε1minterm，α⊆βザαnd　on～yザβ（α）＝1

ピ2ソwhenαisαtype　2　minterm，α⊆βif　and　onlyげβ（α）≧3／4

（3）ωんenαisαtype　3　minterm，α⊆βザαnd　onlyザβ（α）≧1／2。

97



P…μ・もα＝・・’Sl1・・…x＃n，β一・1・…・嬬where　e・・，呵’a・呵d・n・t・・、t。ln，。，　c。。st。。t

1・S・pP・・eβ（・）－1，　the11・撫）一・飴…yi（乞一1，＿，・）．　Thercf…，the　f・11・wi・9・el、ti。。s

mllst　bc　lleld．

　ホ

zぎ＝「¢f，～ωε，「「～Xior　lwhenαゴニ0
　＊

Xi＝「「Xi，「「～賜「「Xi「「～Xi・r　l　wllenαご＝1／2

Xi＝「～賜xぜ，　rrZわor　l　whenαゴニ1．

Tllus，　we　haveα⊆βsince拶匡⊆婿for　any　i（i＝1，＿，n）．　Conversely　st1PPoseα⊆β，　then

β（・）＝1・inceα（・）－1・Tlli・c・mpl・t・・the　p…f・f　the　l・mm・（1）．　The　p…f・f（2）。。d（3）

are　si111ilar　to　that　of（1）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Lemma　14五・オαδ・α圃・・t　t・rm・蜘＝α1　V…Vα。励・…伽・1靭翻ぽ吻・m。ノα．
Moreover・1ε乱Fゐεακ～eene－Stone　logicノ’unctionαn〔i　F＝β1＞．．．Vβ‘δεαdiSj’unct’iveノと｝？・m〔ゾ

F・Tんen・α⊆Fimplies　tんαtオんere　isαオleast　one　product　termβゴ（ゴ＝1，．．．，t）forαn？J　product

termαi（i＝1，一・，8）such　thatα｛⊆βゴ．

　Proof：Byα⊆Fwe　haveα1＞一・〉α・⊆β1＞…〉β‘．　SuPposeαゴ（i＝1，．．．，s）is　a　type　l

millterm，　thenαi（α）ニ1for　the　corresponding　elementαtoαi．　Tllerefore，　there　is　at　least　one

ゴ（3’　＝　1，．．．，t）such　tllatβゴ（α）＝1，　Tllus，αゴ⊆βゴfrom　Lemma　1．2．1．　Next　supposeαi　is　a

typ・2millterm，　t1・e・ψ）＝3／4　f・・the　c・rrc・p・・di・9・leme・・t・t・α・．　Theref・・e，βゴ（・）≧3／4

should　be　llold　fbr　so1皿eゴ（ゴ＝1，＿，オ）．　Thlls，αぎ⊆βゴfrom　Lemma　1．2．2，　We　can　prove　in　the

・imil・r　m・・mer　t1・atα歪⊆fij　f・…meゴ・v・n　ifα・i・atyp・3mi・terln，　Thi・c・mpl・七・・the　p・。。f

of　the　len）1na．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Corollary　2　・乙etαうeαtype　1，20r　3　minterm，　FうεαKleene－Stone　logicノセηcゼoπαnd　fii　V．．，V／3t

be　anαrbitrariy　4吻槻C君ゴ”eプbrm　of　F・Then　a⊆Fゴm卿e8　tんat　a⊆βゴノhr　some　product　term　Pj

（ゴ＝1，．，．，　　　　　　　　t）．

エ・mma　15五・ごαδe・ne・f・typ・1，2・r・3・minterm．　ij　or　i・α・prim・吻ii・・nt　・f　a　Kl・，。，－3オ。。，

logic　function　F，オんeηαis　an　essential　one．

　　Proof：We　can　assume　without　loss　of　generality　that　ai　V＿〉α、　is　a　minimal　form　of　F　and

α≠αifor　any　i（iニ1，＿，s）．　First　supposeαis　a　type　l　lnillterm．　Tllenα（α）＝1whereαis　tlle

corresponding　element　toα．　Therefore，　F（α）＝1holds，　and　so　tllere　is　at　least　oneαi　such　tllat

αf（α）ニ1．Thiis，α⊆αi（α≠αi　from　the　assumption）from　Lemma　1．1，　and　this　coutradicts

thatαis　a　prime　implica1ユt　of　F，　Next　supposeαis　a　type　2　millterm．　Tllenα（α）＝3／4　fbr　the

corresponding　elementαtoα，　and　tllerefbreα，（α）≧3／4　has　to　be　lleld　fbr　some　i（i＝1，．．．，8）．

Accordingly　by　Lemma　1．2，2　we　obtainα⊆αi（α≠αf　from　tlle　assllmptiol1）．　This　contradicts

tlhat　t：t　is　a　prime　implicant　of　F，　We　can　also　show　that　ct　is　never　type　3　mint，erm　in　the　similar

malmer．　Froln　tlle　above，　if　a　type　1，20r　3　milltermαis　a　prime　iniplicant　of，1’，　then　it　has　to

apPear　in　any　niinimal　fbrm　of　F，　that　is，αis　a，n　essential　one．　　　　　　　　　　　　　■

Lemma　16　Let・aニx？㍉．．・鴫，β＝x？・．．．・㌶and　or＝蘇㌦．．・xZゐe　product　terms　suchオんαオ

α区βαndα区”）’，ωんereεαCん鍾ピξdeno舌θ50ne　qプα，βor　7／is　an　atom（ゾ2’i．　Tんenα「「婿⊆β

andα「婿⊆’）’imp　lyオんat　it　is　po55乞ゐZe　toザepresent　tんαtβ＝β’2，1αnd　7＝7’2，1’，1〃here餌l　and　zl’

eαCんdenotesαliteral　of　．Ti，　andβ”）”isαconsenSUS　Oノβand　7吻applying坑e　condit・ion（αノ（ゾ

1）efinition　12．ルroreover　1〃εobtainα⊆β’ヅ．
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P「°°カByα「「xぎ⊆β，α「・～⊆ツa・d　L・mln…w・hav・・9⊆・ダ・・d拶⊆・1；　f…llyゴ

1・0・tlle・・her　h・・d，・クー…v・・11・ld・b・c・・1・e　if・・ダ・，・hcn、，1・⊆1，t。。d，。lw。y、　t，ue，。。d

・・nst・・t　1・Fl’・m　the・b・v・，　if　w・・eprc・e・tβ一β’・ダ”・・d　7－’）”・7”，　tl・e・β’7’i、。，。＿s，1，。f

β・・d7by・pPlyillg　the　c・・diti・・（・）・f　D・丘11iti・n　12・ince・ダ”〉・7”－1，β’Z・・i”・・d　7・区・ダ”

・t・・dt・・e・M・・e・ver，　w・h…α⊆β’ Y・i・ceα一・7㌦…瓢・f・…碓1・ダ’41・…・・馨一β’

　　　　　　　　　…・・S⊆可・…・xi－iX；’Xi＋i・＿・煽＝ゲ・七・・d　tnle．1・thi・ca・・，　we　can　l、。t伽dandα＝αコ？・

allother　consensus　ofβand・γby　removing　a　literal　of　xi．　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

L・mm・17五・舌・一・警・＿・婿，β一x？・＿頑・吻一・Y㌦．．・xZ　b，　produ，オオ，㎜、，。。ん

君んαオα！Zlβandα⊆7，で〃here　eαCん婿｛貯denotes　one〔ガα，βor　7／is　an　atom（ゾXi．　Then

α媒⊆βαndα～婿⊆7勿Lp吻thαt　it　is　poss‘ible　to　represent　tんαごβ＝β’x；－an4　7＝7’謬1’，1〃here

婿denotes　one　Ofxi　or～Xiαη4ω1，　xl’α？℃titerαls　O／2’i，αnd宥ノ8んα”eβ’7’乞5αゐα3e　of　consensus

（ゾβand　7　sucんtんα孟α⊆β’7’．

　Proof：Byα可⊆β，α～可⊆7and　Lemma　ll　we　have拶⊆x？andコ，9⊆x］負）r　anyゴ

（ゴー・，…ト1，i＋1，…，・）・nd囎⊆・ダ・・岬一・匹・7．　Here，・ダー1・ever　l1。1d、

becau・e　if準1，　the・・野⊆1・t・・d・・1叩t・ue，・nd　tlle・ef・・e　w・h・。，α⊆β．　Thi、，　h。w，。，。，

・・nt・・di・t・t・α匡β・Acc・・di・gly　we　c・n　repre・el・t・ダ・・x鐸’，where・ダ’・nd・ダ’…hden・t・、

aliteral　of　xi．　On　the　otller　llalld，躍g　l乙2孝is　always　true　becallsc　if岱2⊆afi，tllel1∬野＝z7醇⊆ωダ

stands七rue，　and　this　leadsα⊆β，　and　contradicts　toα区β．　In　the　similar　malmer，　we　derive

婿区～婿fbrm曜～婿⊆婦．　Therefore，＄7　is　one　of　r一xゴ，「「～2，ゴ，「「xi「「～x’i　or　1．

Tlms，　we　can　represellt　tllatωg婿＝・ω〆ωダwhere∬〆andωダeach　denotes　a　literal　ofコci，　and

accordingly　z〆＝婿and伍野”＝「一～媒or　18tand　true．　Since¢警岱歪＝・ωg’ω野”⊆ヱρ’記夕π＝のダ

11・ld・w・・bt・i岬⊆・ダ’・・d婬”⊆・ダ”，　that　i・，媒⊆・ダ・・d　r「一・；⊆・チ，　whe・e・ダー・

・・d・ダ”－1・・ver　h・ld・fr・m・ダ≠1．11・the・imil・…1me・，　we　c・・rep・ese・t　th・呵一乖7”，

wher呵’・n呵”…1・d・n・t…1it…1・f・・i．　su・h　th・t畷⊆・1’a・id≠一・ぞ⊆・1～・・d

m・re・ver・7’－1・・呵”－1・・v・・h・1伽1呵≠1．　H・・e，　i七i・imp・ssibl・th・t・ダ’一・i”一・

…グ一犀一1．B…use　if・ダ’－1　and・・i「t　－1h・ld，　the・it・has　t・b・th・t・ダ”一「「畷

・・d　・；’一一婿・・r「畷．11…d・・t…ti・fy　tlie　rel・ti・n瑠⊆・ダー「「一・1，　x9－「一・1

br　r「xihl一～xi　has七〇be　held．　This，　howevcr，　contradicts　toα区β．　Therefore，のダ’＝1and

諾7”ニ1never　occur．　We　caII　also　derive　a　contradiction　toα区βwhen偲ダ”＝1and　xプ＝1iIl

the　simil・・m・nnc・，・・d　tlle・ef・・e・チ＝1・1・呵’＝1・e…h・1d．　M・・e・v・・，　it　i・al・・i1・P・ssib1，

th細ダ’≠1・・d・ダ”≠1．　Bec…eif・ダ’≠1・・d・ダ”≠1h・ld，　th・t　i・，　xi’一・詳・・r「可・nd

・ダ㌧「「一可，tlle・it　l・a・t・b・held　d1・t・ダー婿「「一婦・・一一・i［「A・　・i，　Thi・，　h・w・v・，，

contradicts　toα区β，　alld　therefore　we　never　llold　zダ’≠1andωチ≠1．　We　can　show　tllat媛’≠1

・・呵”≠1・・ver・ccur　i・the・imil・・m・nn・・．　E・・m　tlle・b…w・h・v・tl・e　f・ll・wi・9．
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（1）・ダー・ダ’橿・・「「婿，・n呵一・7’一畷・・「「一垢。，

（2）・ダー・ダ”一「「一・’；，・nd　xl一可”一「「。1，

II1・・y　c・mbin・・i…礁・呵，　we　c・n　rep・e・e・t　th・・β一β・・ク・nd，－t）t’。7，。。dβ’，’i、　a　b。，e

6・5・3　Algorithm　for　Deriving　a　Minimal　Form

The・rem　12ゐ・t　F＝・ai＞…〉α・う・・砺・剛・・form　of・κ1・…－St…励力励。。』、，。，

Fi・”・e吻槻・伽・ノ・」」卸mε吻li・αnts　Of　F　zT・nd・吻げ

ω・・t・㎜轍・4・・卿・th・r・t・”・，伽晦α巫αゴ伽ny・i・吻θ，ゴー1，＿，・α痂≠ゴノ，

　　　　and

ピ2川ec…ε…珂卿’盟・剛ωオ・rm・d・e8・・t・xi・t・廟励d・d伽tん・撹・－i　（i　＝1，
　　　．，．，3ノ，

P…f：It　i・evide・t　th・t（1）・・d（2）h・ld　whe・・F一α1＞＿〉α。　i・the　disjuncti。n。f。11

P・ime　ilnpli・ant・・f　F・C・nversely，1・t・assume　F＝α1＞＿Vα，　i・n・t・di・j・n・ti…f・ll　p，ime

implicants　of　F　when　it　Ilolds（1）and（2）。　Tllis　means　one　of　the　following　relations　holds，

（α）Aprime　implicantαof　F　does　not　appear　inα1，．．．，αs，　or

　（のAproduct　termαi（iニ1，＿，5）is　not　a　prime　implicant　of　F．

In　the　following可denotes　ollc　of　xi　or～xi，　and　x；．　and皿1’each　represents　a　literal　of　xi．

　First　assllme（α）1101ds，　and　supposeαis　a　type　A　product　term．　Ifα⊆「一2’i　andα⊆一一～xi

l1・ld鉛…y確＝1，一・，・），　the・…hag　t・b・atyp・1…typ・21ni・ter1・・．　Acc・・di・gly　by

Lemma　15αis　all　esselltial　one　of、F，　alld　this　contradicts　to　the，lssulllPtiOll（α）．　Moreover，　if

・⊆「・・］　f…ny　i（i＝1，＿，s）・uch　th・tα⊆「「婿，　the・i・the・ilnil…n・nne・αi・atype

lor　2　nlillterll！，　and　tllis　also　contradicts　to（α）．　There長）re，　there　is　solne　variable　2’i　sucll　tllat

αZr「婿alldα⊆r婿．　Thus，　it　is　possible　to　add　some　literals　r一婿or　r婿illtoαifα区「「婿

andα⊆一婿hold，　alld　thell　we　call　constrllct　a　product　termα’satisfying　the　followillg　two

conditions，

Oondition　1’α’⊆αi　f（）r・11）Y　i（i＝1，．．．，8）．

0・nditi・n　2’F・…yP・ssibl・・i，　th・t　i・，α’区「「・歪andα咳「垢the・e　a・eαゴ・・dα、　such

　　　　tllatα’「「婿⊆αゴandα’「可⊆αk　whereゴ，　k＝1，．．．，sandゴ≠k．

By　Lemma　14　and　Collditioll　l　it　is　impossible　thatα’is，1　type　l　or　a　type　2　millterm。　Thus，

ill　the　similar　mallller，α⊆「「忽㍍andαZr①㍍1101d　fbr　solne　va、riable　xT、1，　and　by　Condibio112

tllere　exist％andαたsuch　thatαノ「「x㍍⊆αゴalldα’「x㍍⊆ak．　From　Lemma　16　it　is　possible

t・repre・e・t　th・tαゴー・銚α｝・nd　ak・＝鰐α急whereσ一1，…，・，・nd・1α2．　i・…nsensus・fα」

andαk．，　alld　we　haveα’⊆α｝α実，　By　theもheoreln（2）α1αL　lla8　to　be　included　ill　other　product

termα～（1＝　 1，．．．，s），　that　is，α’⊆α1α先⊆αムand　tllis　contradicts　to　Condition　1．　Tllerefore，　a

consensusα3αL　is　never　illcluded　hl　any　other　product　terlnα，（1＝＝1，．．．，8），and　this　contradicts

to　the　theorem（2）．　Accordingly　every　prinle　implicant　of　F　whicll　is　a　type　A　producむterm　has

to　apPear　amongα1，．．．，α3．

　Next　sllpposeαis　a　type」B　product　terln，　that　is，　there　is　a　product　xq～xq　illαfbr　some

variable．z’cl（q＝1，＿，n）．　Then　one　of　tlle　following　relations　holds　for　some　variable　x’i．
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（のα匡Xi　andα区～Xi，　or　（i’i）α⊆峠andα区～婿．

Because，　ifα⊆・Ti　alldα⊆～・z’i　llold　fbr　any　i，　that　is，α⊆2；i～vi，　thellαis　a　type　3　millterlr1

雛灘鋼撚鵬潔1翌蹴翻il躍1竃鑑，臨乳～：旙
・has　t°be　a　typ・3mi・・t・・m・Thi・c・nt・・di・t・t・L・mm・12．4．　The・ef・・e，　we　c・n　m・di取（ii）

below．

（ii）ω2＝X；　for　some　variable　xi．

A・c°・di・gly，　iむi・p…ibl・t・・dd・・me　lit・・al・　xi・・一・’・　f・・the　v・・i・b1・・i　s，iti・fyi・9（の。11d

・1…dd・・me　liter・1一「畷・・r～・・］　fO・the　va・i・bl…i　sat，i・fyi・9（ii）．　Tl・e・we　c。n，。。st，uct

aproduct　termα’holdillg　the　f（）Ilowing　conditions．

Condition　3’α1乙α’f（）r　any　i（i＝1，．．．，8）．

゜°π

高P∴1灘贈を謙1鍵i臨1麟野ll駕。撫，the「ea「eα…d

σ・・伽・4－2’1・t，he　c（fis・㈲，　f・…yp…ib1・・i，　that　i・，雌＝婿，　tl・ere・reαゴ・ndα、　su・h

　　　　thatα’「「～可⊆αゴandα’「～鴫⊆αたwhereゴ，ん＝1，，．．，sandゴ≠k．

By　Corollary　2　and　Condition　3　it　is　impossibleα’is　a　type　3　millterll1，　and　therefore　there　is

some　variable　xi　satisfying　at　le（ast　one　of　（i）or（の．　When　xi　satis丘es（の，　the1山y　Collditioll　4－1

there　existαゴandαゐsllch　thatα’z’i⊆αゴandα’～xi⊆αk．　Moreover　by　Lemlna　12．6αノalld

織臨゜撫糊瓢a器dα！翻繍温蹴暴臨灘雛
出lh艦鵬i瓢認li謡．誌融離，幕1器講乞論瀧量
existαゴandαたsuch　thatα「「～婿⊆αゴandα’「～婿⊆αん．　Moreover，αゴandαk　have　to　be

撒灘fa瓢鷲｛il膿瓢疑階臨ll認撫，3艦
（1＝　1，．．．，8），that　is，α’⊆α5αL⊆α，．　This　colltradicts　to　Condition　3．

　　From　the　above，　ifαdoes　llot　appear　inα1，．。，，α8，　tllen　it　is　possible　to　construct　a　collsensus

hom　some　product　terms　appearing　illα1，＿，α3　and　the　consensus　never　include　ill　any　other

product　termαf（i＝1，＿，8）．　This，　however，　contradicts　to　tlle　theorem（2），　and　accordingly

all　of　the　prime　implicants　of　F　have　to　be　appear　amongα1，．．，，α3．

　Next　assmne（b）hol（1s，　thell　from　the　above　discussion　all　pri111e　implicallts　of　F　appear　i11

α1，．＿，α3，and　therefbre　there　is　a　prime　implicantαゴsucll　thatαi⊆αゴand　i≠ゴ．　This，

however，　colltl’adicts　to　tlle　tlleorem（1）．　This　completes　the　proof　of　the　theorem．　　　　　　　■

　From　the　above　theorem　we　have　tlle　followillg　algorithm　to丘nd　all　prime　implicants　of　a　given

Kleene－Stone　Iogic　fi111Ct，iOll　F．

A　lgorz’thm　A

Step　1：Expa，nd　F　illto　a　disj1111ctive　form．

Step　2：Relnove　any　prodllct　terln　illcluded　ill　other　prodllct　term，　and　letα1，。．．αs　be　tlle

　　　　remaining　product　terms，
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Step ﾜ：。認謙1濃認鼎i蹴蹴溜翫書・4111d噛一1，…，

Step　4：

　　　　3．

Step　5：

5and乞≠ブ）．

C°11st「uct　the　di・j・ln・ti・・f・・m　fr・lnα1，…α。・・d・ll・f　the　c・・sen・u・g・tti。g　i。　St，1）

If　any　c°n・ensus　i・i1・cl・d・d　i・・ne・fα1，・…，the・i・St・p　5，・the・wi・e　i。　St，p　2．

The　remai・・i・9　P・・d・・t　t・・ms・re・11・f　the　p・im・ilnpli，。nt、。f　P．

論諜鰍議1儲諮箏謄二欝巖奏憎鰭聯鵬
伽αpro〔’1？tct　termβゴ（ブ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝1，＿，オ）．

P・・ψFirst・・PP・・eα・i・・typ・1mi・t・・m・Thenα、（・）＝1f・・the　c・rre、P。1、d
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iIlg　eleinentα

脇耀1説臨1し，隅蹴e皆1蹴、i搬u艶1瓢、冒1；ll諮・鴇i
　　　　＝3／4　f（・rthe　c・rre・p・・di・g・leln・nt・t・αi，・nd　the・ef・・e　by　Lemm・7F（・）－3／4．　ThiSαゴ（α）

il・Plies　th・t　there　i・・pr・duct　t・・mβゴ・uch　th・t防（・）＝3／4，・・d　acc・・di・gly　by　L，mln。2．2　w，

購謙ユ翻灘蹴＆、1錦驕／撒（㌫よ／ll1鴇鼎諜
terlnβゴsuch　thatβゴ（α）＝1／2，　and　thus　we　haveαi⊆βゴby　Lemma　2．3。　From　the　above，　we

have　beell　sllown　the　proof　of　the　theorem．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

魚撫、t覚ab°ve　the°「em　we　havetM9°「ithm　t°且・d・millim・’f・・m・f・Kleene－S・・n・1・gi・

Algorithm　B

St・p　1・E・P…dFi・t・the　can・・i・・1　di・ju1・cti・・f・・m，・and　1・tα1，＿，α，　be　mi・t・・ms・pP…i。9

　　　　ill　the　canonical　disjunctive　form．

Step　2：Find　all　prime　implicantsβ1，＿．，βεof，F’by　applying　Algorithln　A．

St・p　3・Fi・d・milliln・19…pβ・P…，β・、（iゴ＝1，＿，t・・d　1≦ゴ≦ん≦オ）・f　p・ime　impli，。。し，

　　　　such　that　eachαゴ（i＝1，・一・5）is　included　in　a　prime　iinplicantβら，　thel1βぎ1＞．．．Vβfたis

　　　　aminiinal　form　of　F．

　Step　30f　Algorit，hm　B　corresponds　to　tlle　IIlillimllm　covering　problem　for　Booleal1長111ctiolls．

Therefore，　Step　3　is　solved　by　usillg　a　prime　implicants　table　like　Boolean　fi111CtiOl1S。

Example　10五eごFbeα2－”α磁δ1εKleene－Stone　logic　function　sucんtんat

F＝xlr「～xl～x2「「x2・V・7xlx2「「～x2＞「xl「～x2＞「～xl「「x2「「～x2＞

　　　　　　「－iX1「「～Xl「x2　V「「x1「「～Xlx2－「「～x2

ωん乞c砺3〃己ecαnoninα14吻？乙πc伽e／brm．　By　Algorithm　A，ωε

Fdenoted　below．

んα”eα～～Of　tんり・漁8吻，licαnts・ノ

Xl　～X2一一「X2，　「XIX2，　「～Xl一一X2－「「～X2ノ　「「劣ユ「「～Xl一X2，

　　　　　　Xl「一「～ユ：1　～ユ｝2，　X2「「～X2，　X1　～2’1－1「～X2
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Table　6．3： Prime　Implicallt　Table　of　Example　10

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7
β
1

～／

》
β2 4 〉！

β3 ゾ
β4 》
β5 4
β6 〉／

T・bl・6・4　The　C・rre・p・1・del・ce　b・twee・E・・hα、・・d　P・ime　Impli・・1、t。f　F，

防・nd　Mi・term・f　th・C・n・・i・・I　Di・ju・cti・・F・・m・f　E・ampl，10
a，nd　between　Each

α1 の1　～　∬2「「の2
β
1 ¢1「「ω1　～　釦2「「の2

α2 「餌1記2 β2
「岱12｝2－1「　～　ユ：2

α3 「～甜1「「甜2「「～Z2 β3
「餌1「～コじ2

α4 「「む1「「～忽1「即2 β4
「　～　忽1「「の2一「　～　Z2

α5 窪｝1「「～　¢1　～　詔2 β5
「「①1一「～①1「記2

α6 鉛2「「～∬2 β6 「「Zl「一～　忽1ユコ2「一　～　躍2

α7 ∬1～飢1「「～Z2

Tん・・ω・厩ごん・勧・〃ing　tw・禰漁・l　form・φF卿・吻煽蜘・l　g脚from　Tabl，6．2。nd
Tab～e　6，3．

F＝「Xlx2・V・r～Xl「「x2「「～x2V
　　　　　　　「一・V｛、，鋼貌，｝

The　foll・wi・g・x・mpl・・h・w・th・t・n・・i・te1・ce・f・mi・im・l　f・n…pP…i・9・p・。d。，t　t，，m

besides　the　prilne　implicants　of　a　given　Kleene－Sむone　logic　fi111CtiOll」F，

Ex・mpl・11　L・t・傭伽臨・μ・ω吻2一翻・bl・Kleene－St・n・1・9・i・加・ti・n　F，

F＝「Xl「X2＞～ω1「「Xl「「～X2

Tんe側・9・備・矧・ω吻d縛剛伽ル㎜F’卿・α・ing・剛伽m・吻1乞・antげF．

F’＝～Xl「X2＞～Xl「「Xp「～X2

π・・εF’i・　・・minim・1・form・∫F・・伽U・α・・α卿V・rify　th・t　F・～・傭禰漁・1．∬・ω・V，。，

坑efirst　product　term「Xl一X2（ゾFis　notαprime　impl“icαnt，　since「Xl「X’2⊆～2’1「ω2　and

「Xl「2’2≠～Xl「X2・Tん8吻・・，　this　ex・mpl・・ん・ω・the・謝・・ce・ゾ・mi・im・Z知㎜卿・α吻

besidesオんεP励ηεimplicants　O／F，
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6．6 Number　of　n－Variable　Kleene－Stone　Logic　Functions

The　n・mb…f・－v・・i・bl・Kleene－St・ne　l・gi・負mcti・n・i・s・1・・e。，　th、t。f。．v。，i。bl，5．v。lued

Klee”e－S七・ne　l・gi・f・1ncもi・ns　f・・ln　The・rem　3．　The曲re，　w・discl1，s・the　nuiiiber。f　n．v。，i。bl，

5－vahled　Kleene－Stone　logic　ful）CtiOl）S　in　tlle　section，

D・fi・iti・n　13　A　・・1・ti・n≡κ・・痂e・・既翻・伽蜘・知〃。ws．

α≡KSひwんeneverα，わ∈｛1／4，1／2，3／4｝and

乞≡κ5iivhere　i∈Vs．

撚響識誰鼎7臨歴κ1篇論・身1，幣b－（b1，．．．，b，t）δ・

It　i・cl…th・t　tlle　rel・ti・・≡KS　i…eq・i・al・nce　rel・ti・・．　Theref。re，　we　ca。　d，丘。，　the

maximum　element　i・【・］…，whi・1漁1・・…1・m・nt・f聯・Thu・，　the　rel・ti・n　U［・］．。s一瑠

h・ld…Therefo・e，　we　c・n・h…e・11e　cl・me1・t・f瑠。，　the，ep，e，en，、、i。，。f，。，11釜隔nce　cl麗s

［・』…Ob・i・u・ly，　if・1…∈恥ucll　th・t・1≠・・，　then［c1］。。、∩［・、］。κ。一の．

Exampl・12　Th…岬乞・cl・・醐痂・雌剛枷・・ノ・伽・厩・」・・…，・nd、。m，　。f
オ厩勉・・α励［（0，1）］一｛（0，1）｝・［（0，1／2）】一｛（0，1／4），（0，1／2），（0，3／4）｝・剛（1／2，1／2）］一

｛（1／4，1／4），（1／4，1／2），（・／4，3／4），（1／2，・／4），（1／2，1／2），（1／2，3／4），（3／4，1／4），（3／4，・／2），（3／4，3／4）｝．

F吻・6・5・nd　6・6・α・ん・ん・ω・砺・・吻・・m・Of［（0，1／2）］・副（1／2，1／2）L…圃助．

（1／2，1／2）

（1／4，1／2）　　（1／2，1／4）　　（1／2，3／4）　　（3／4，1／2）

（1／4，1／4）　　（1／4，3／4）　（3／4，1／4）　　（3／4，3／4）

Figure　6．5：Hasse　Diagram　of【（0，1／2）I　of　Example　12

　　Recall　that　the　set　of　Collditions（α）～（d）ill　Section　6．4　is　a　necessary　and　sufflciellt　condition

for　a　5－valued　function　to　be　a　5－valued　Kleene－Stone　logic　fullCtiOll．　Alnong　Conditions（α）～

（の，only　Condit，ion（のdescribes　the　relatioll　between　the　outputs　of　a　5－valued　Kleene．Stone

log童c　function　fbr　different　kinds　of　illputs．　Now，　let［cl］≡κs　and［c2】≡κs　be　e（luivalence　classes

such　that，［c1］…≡κ3≠［c2］≡…κs．　Then，　iヒis　clear　the　definit，ions　of　eacll　relatio11≦K　and≡KS　that

anyα1　andα2，　whicll　are　respectively　elements　of【c1］≡KS　and【c2］≡κs，　are　llot　comparable　to

each　otller　under　the　relation≦Ks，　Thell　the　alユtecedent　of　Condition（のstan（1s　always　false　for
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（0，1／2）

（O，1／4） （0，3／4）

Figure　6・6・H・sse　Di・g・aln・f［（1／2，1／2）〕・f　E・・mp1，12

識贈謙翻羅牌螂溜畿聯蹴1蹴膿・識
穏撒t臨襟鷲ゴ，櫨聯臨翻綿1蹴麟凝、翻
5－valued　Kleelle－Stone　logic　fUllctiolls．

IFκ3（・）1＝nllrκ3（［・］≡κ，）l

　　　　　　　　　c∈v3n

（6．1）

In　the　equation（6．1），　Flt・s（n）and　Fκ5（［c］…≡κ3）are　defined　below．

　　　　恥（n）一｛h“slfA’si・・n・－v・・i・bl・5－v・1・・dKleel・e－St・nel・gi・釦n・t三・・｝，

FK　，g（［・］≡κ。）一｛／κ51［・］・κ。げK3∈FKs（n）｝，

whcre∫…1［・］…κ・i・tl・e　rest・i・ti・n・f・f・・’s　t・the　eq・i・・1・nce　cl・ss回。。、．

　The　set・17k・　s（［c｝≡κs　　　　　　　　　　　　　　　　　）h・・…nnecti・n　with　B－tern・・y　l・gi・負11・cti・ns　di・cussed　h・Ch。pter　3．

Now，　we　show　again　tlle　definition　of　B－ternary　logic　fi111CtiOllS　ill　the　tcrlns　of　tlle　relatioll　K．

A1－・・i・bl・B－ter・a・y　l・gi・fln・ti・nノ・i・am・pPi1・g∫・・瑠→V3・・ti・fying　the　f・ll・wi。9

two　conditions．

（B1）α∈V2n　implies／B（α）∈V2

（B2）α，b∈V3n　andα一くbilnply　fB（α）一くfB（b）

wllere　the　notation一くimplies　a　partial　order　relation　on　V3　defhied　as　follows．

0一く1／2，1K1／2　and　i一くi，

where　i∈V3．　Tlle　relation一くis　available　amollg　V3n　by　defillillg　as　follows，　For　two　elemellts

α＝（a1，・一一，aT・）and　bニ（～♪1，…　，bn）of　1レkn，α一くbif　and　only　if　ai一くbi　for　every’i＝1，．．．，n．

　111the　following，　we　discuss　tlle　relationship　between　5－valued　Kleene－Stone　logic　ful｝ctiOlls　and

B－ter…yl・gi・fill1Cti・ns・1・t，he　foll・wi・g，・FB（7・）de・・t・・the　set・f・11・n－v・・i・b1・B－tern・・y　l・gi・

f・mcti・ns，　th・t　i・，　F・（n）＝｛fB　1　fB　is　ai・n－…i・bl・B－te・na・y　l・gi・fullCti・・｝

　Letα＝（α1，＿．，an）be　an　elemellt　of曜．　Then　a　mappillgλi：V3n→V2　is　defined　by　tlle

f（）110wing　manner．

λ1（・）一 ｯ；：1／茎1
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n
Ob・i。・・ly・1［・］…1－3k　fo…y・1・me・t・∈聯whereん一Σλ、（・）．　Theref・・e，・he　lmmber。f

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iニユ
・11・lenient，・・f　the・et［・］・・s　a・d　th・t・畷i・eq・i・・le・t，　th・t　i・，1［・］。。。　H咄．　Tlle・，11e。t，

we　defille　a　mapping￥）c　as　fbllows．

Defi”it葦゜n　14五・孟・ゐ・α・・1・剛・ノ瑠一1・Ti’　・nd　k’　一一　£λi（・）．　Tん…脚吻9。・［・］≡κ。一

膨・d・伽蜘・（・）一（・1，＿，・無）・唯伽・痴二と［。］。＿ωん伽、梱んe　fo“。ω伽9

c・nd伽n　for　anyゴ＝1，．．．，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　婦一｛　2

ωんere　tんθ5eオ｛il，＿，ik｝（1≦il〈乞2＜

αnd　1．

げand　onlyザαら＝1／4

句Fαnd　onlyげαら＝1／2

iFαnd　oπ～写ザαち＝＝3／4

…〈ik≦η）i・α・励・・呵｛1，…，・・｝・u・励蜘、≠o

It　i・evid・nt　th・t　q・i・・ne－t・一・ne・nd・・t・1n・pPi・g，・・d・≦。、　b　if・1・d・・ly・if・9。（・）如。（b）．

Therefore　　　　　　　，the　fi・1it…der　set【・］・。。　with≦Ks・nd　the且・it…der　se畷with＜・re　i・・m・・phi・，

that　isラψc　is　all　order　isomorphism　between【c］≡κs　amd唯．

Examp1・13五・t・＝（0，1／2，1），　th・・［・］・。，＝｛（0，1／4，1），（0，1／2，1），（0，3／4，1）｝，　T・bl・6．5

・ん・lv・tん・mapping　q…nd・17ig？Lr・6・7・nd・6・8・ん・w　H・…吻rams・ノ［・］。。，2・nd・・≦KS・nd

q・（［・］≡。、）ニ｛9。（α）1α∈［・］≡。s｝，　und・・×，・・Sl）・C’2鞠．

5：Mappin幹。　of　Exam
α∈【c］≡κ5 ψ。（α）

（0，1／4，1） 0

（0，1／2，1） 1／2

（0，3／4，1） 1

（0，1／2，1）

（0，1／4，1） （O，　3／4，1）

Figure　6．7：Ha8se　Diagram　of［c］≡κs　ill　Example　13

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

De∬nition　15五e孟cδεαηεZemεπ曜一膠απ侃＝Σλ，（c）・Then　C，：Fκ5（［c］≡KS）→F3（k），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iニユ

w厩F3（k）一偽1ゐ・曜→v3｝，　i・d・伽・d・u・ん・卿pi・g　th・t　it・α師・・the　follou吻

conditionsθノαndピ2ソ，　whereノκS∈」FA・S（【cl≡κs）αnd／3ニξc（fκS）belOω．

106



1／2

0 1

Figure　6．8　Hasse　Diagram　of　gc（【c】≡κs）ill　Example　13

（1？　f・，’S（・）＝0（1）∫－m・α∈［・】・。，if・and・吻ザゐ（・’）－0（1）fo一姻・・1・nt・・∈曜，

　　　or

ピ2ノ写ノκ・（・）≠0・・41加・・m・α∈【・］・。。，th・励・・v・ng・∈［・］。。5

　　　ω／3（α’）二呵・nd・nly　if　f、，・s（α）＝1／4，

　　　（うノ　ノ3（α’）＝1／2　勾Fαnd　only句F∫κ3（α）＝：1／2　and

　　　ピcノ　∫3（α’）＝1　ザand　onlyザノKS（α）＝3／4，

where・a’＝・　q。（α）．

　Note　that　let　fκ，s　be　5－valued　Kleene－Stone　logic　function，　tllenノκ5（α）＝0（1）」ror　some

・∈［・］・。、if・・d・nly　if∫∬vs（α）－0（1）f…11・lelnel・t・α∈［・］。。、丘・ln　C・・diti・・（の．

The・b…d・fi・iti・n　i・w・ll　d・fi・・d・nd　it　i・ea・y　veri且・・ti・・th・tξ。　i・…e－t・一・・e　m・Ppil・g．

Let！κ3∈・Fンぐ3（［c】≡κ3）andα，b∈［c｝≡κs，　then　it　is　also　evident　tllat　fA’s（α）≦Ks　fKS（b）if　and

ollly　ifξc（α’）イξc（b’），　whereα’＝9（α）and　b’＝OP（b）．　Therefore，ξc　Preserves　the　mOllOtOlliCity

relatiorL　Each　associated　fしmctio11ξc（ノκs）is　a　B－terllary　logic負mction　since　qc　is　an　order

isomorphism　between［c！≡κs　and曜and

（α，）α∈V2n∩【c］≡KS　impliesノκ5・（α）∈V2

（ゲ）α∈「レ讐∩【c］≡κsimplies／KS（α）∈V3

（c，）α∈「レ7∩［c】≡κsimplies　fKS（α）∈V4

（のα，b∈［c］≡κs　andα≦Ks　b　imply∫k’s（α）≦Ks／KS（b）

are　satisfied　for　every∫1で3∈7κ3（［c】≡κs）．　Moreover，　obviously　there　is　a　fullction∫κθ∈

Fκ3（［c］≡κs）for　every　B－ternary　logic　function／B　such　thatξc（fκs）＝fB．　From　the　above，　the

image　ofξc，　denoted　byξc（FI，・s（［c］≡Ks）），　is　equivalent　to・F’B（ん），　i．e．，ξc（Fκ3（［c］…，κ3））＝FB（k）．

Sinceξc　is　one．to－one，　tlle　relatio111、Fit・　s（［c】≡κ5）1＝1ξ，（FI，・s（［c］……κ5））I　stands　always　true，　alld

therefore，　we　can　conclude

Fκ5（［cl≡KS） FB（k） （6．2）

（refer　to　Figure　6．9）

Example　14五eげひεα2－variable　5－val？Led　Kleene－Stone　Jogゴc／Unction　represent，ed　by／＝

xl「「～xl・．7｝2～x2V～xl「「～xl・．r2「「～x2　and・let・c＝（1／2，1／2）．　Tんen，　Table　6．6・sh・lvs　t7・・ILth

table　cゾf，αnd　7「αble　6・75んo？〃3　t7nLtんtable　o／2－variable　B馴ternar！I　logic／ILnction」ξc（ノ1［c］……KS）．
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jFKS（【c］．KS）」L一レF3（k）

　　　　　　　　舳・鴨r晒噂r
　　　　　　　　　　　　．亀■殉噛・
　　　　　　　　　　　　　　　　　隔…場（k）

　　　　　　　　　　　P●画●，，・
　　　　．．．．・一’一ρ
の，9■・．●

Fig・re　6・9・R・1・ti・nship　b・twee・恥（［・｝。。，）・nd　F。㈲

Table　6．6： of　5－Valued Kleene－Stone　Lo91c
o

濫1

z2 0 1／4 1／2 3／4 1

0 0 0 O 0 0

1／4 0 1／4 1／2 3／4 0

1／2 0 1／4 1／2 1／2 0

3／4 0 1／4 1／2 1／4 0
1 0 0 0 0 0

Functioii　of　Example　l4

　　Finまlly，食om　the　equations（6．1），（6．2）alld

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛・∈曜1Σλ・（・）－1／2トα・2n－k　　　　（6．3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛＝1

we　have　the　followillg　equation　concerlling　with　the　number　of　n－variable　5－vallled　Kleene－Stone

logic　functions．

　　　　　　　　　　　　　　F・“s（・）－HFκ・（［・】≡κ。）・HFκ，（［・］。。，）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c∈聖　　　　　　c∈v3n－、餐π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一H療，帳）・加㈹nCk×2”“k　　（6A）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C∈V2n　　　　　　　　　　　　　た＝1

1n　the　above　equatio11（6・4），　for　any　c∈V2n，　Fκ5（［c］……κs）＝｛0，1｝　because　the　constants　O　and

lare　only　possible　functions　fbr　the　restrictio11∫π51［c］…κ5，where∫κ3∈琉5（n）by　Condition

Table　6。7：Truth　Table　of　B－Ternary　Logic　Fimct，ion　of　Example　14

ω1

∬2 0 1／2 1

0 0 1／2 1

1／2 0 1／2 1／2

1 0 1／2 0
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（・り～（・1’）・Tllcre飾・e，　w・11・v・HF・・’s（［・］。。。）－22”．　The　lmmb・・22n　i、　eqlli。alellt　t。　tlle

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c∈Y2‘

numb…f・11蹴・i・bl・B・・1・・n且mcti・n・，・・d　the・ef・・e，　tlle　eqll・ti・n（4），。。　be　ln。di且，d。、

Fκ3（n） B（n） ㈹砺
・
H
同

　
×

，、Ck×2n－k

，
（6．5）

whe「e　B（・・）den・tes　t1・e・e七・f・11・－v・・i・bl・B・・1・an・fu・cti・n・．　Al・・i・the　eq。。ti。n（6．4），

Fκ・（［・］・・s）一｛0，・｝－F・（・），whe・e　c∈㎎，　bec・ll・e　O－v・・i・bl・B－t・・n・・y　l・gi，　filllc・i。。S

・「e11・thi・g　b・t　the　c・nst・・t・0・・d　1　fr・1・・the　d・舳it’i・n・f　B－tern・・y　l・gi・functi。。s（，efe，　t。

Chapter　3）．　　　　　　　　　　Therefore，　w・・1・・h・v・the飼1・wi・9・qu・ti・n　inst・ad・f　the　eq・・ti（）・（6．4），

F八・s（n） F8（0）
2n

㈲馬
・
H
周

＝

　　n
・HF・（ん）

　L・＝1

nCた×2η一ゐ

）1（］k．×2n－k

（6．6）

E・peci・lly・w・・bt・i・ed　Fκ3（1）＝B（1）・F。（1）＝221　x　6－24．　T。bl，6．8，6．9、。d　6．10，h。w

truth　tables　of　1－variable　Boolean　functions，1－variable　B－ternary　logic　flmctiolls　and　1－variable

5－valued　I〈leene－Stone　logic　functions，　alld　Figure　6．10，6．11　and　6．12　show　the　lat七ice　strllctures

of　them，　respectively．

　　From　the　equation（6．6），　we　have　the　accurate　mlmber　of　n－variable　5－valued　Kleene－Stone

logic　funct，ions　until　n≦4by　using　tlle　Immber　of　n－variable　B－terllary　logic　fllnctiolls　illdicated

ill　Tablc　6，11．　Tllis　t，able　is　refcrred　by［3］．　Therefbre，　we　have　tlle　number　of　n－variable　Kleelユe－

Stone　logic　fLmctions　ill　tlle　e（lllatiolコ（6．4）（or（6．5），（6．6））since　Theorem　3　enables　us　to　lead

that　the　nuniber　of　n－variable　Kleene－Stone　logic　flnctions　is　equivalent　to　that　of　n－variable

5－valued　Kleene－Stone　logic　f1111ctions．

Table　6．8：Truth　Tablbl of　1－Variab

鐙 0 1

ん1 1 1

ん2 1 0

九3 0 1

ノ図 0 0

ble　Boolean　Functions

6．7 Conclusions

In　the　cllapter，　we　defined　t，he　llew　class　of　il｝fillite－valued　fi111Ct，iOlコS　calle（l　Kleelle－Stone　logic

functions，　and　alniost　of　tlle　basic　properties　of　theni　have　beell　cleared　as　tlle　results　of　tlle

chapter。

　In七he　discussions　of　111illilllization　for　previous　multiplc－valued　logic　fullct，iO1）s，　that　is，　fuzzy

logic　fu1）ct，iOlls　and　Stone　logic　fi111CtiOll　etc．，　all　minimal　forllls　of　a　give　fi11）ct，iOI）call　determine

by　tlsillg　the　collcel）t　of　prime　implicallts．　Tha七is，　ally　millimal　fol’M　of　a　given　fullctiOll　call

be　represented　by　slllll　of　ollly　its　prime　implicants．　However，　ill　the　case　of　Kleene－Stone　logic
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Table　6．9 Truth　Table　of　1－Variable　B－Ternary　Logic　Fullctiolls

　　　　　　　　　　　　　　　O　1／21

ム1 1 1 1

∫た2 1 1／2 1

∫ゐ3 1 1／2 0

∫た4 0 1／2 1

漏 0 1／2 0

∫た6 0 0 0

ユ
ゐ

fb3 fb2

Figure　6．10：Lattice　Structure　of　1－Variable　Boolean　Functiolls

fln・ti・n・，　it　i・n・t　t・・le　th・t・ny　mi・im・l　f・rl…f・gi・・n　Kleene－St・n・1・gi・fu・cti・n…rep，e、e。t

by　sum　of　only　prilne　inlplicants，　that　is，　tllcre　is　an　example　of　millimal　form　involving　a　pro（hlct

term　wllicll　is　llot　prime　implicant．　Theref（）re，　it　is　110t　trlle　that　we　call丘nd　all　of　millimal　forms

f・…ygi・e・Kleene－St・n・1・gi・fi111Cti・n　e…ytiln・in・11r・lg・・ithm，　Fi・di・9・new・lg・・五thm

wllich　enables　us　to　take　all　of　lllinimal　fbnns　of　any　given　Kleene－Stone　logic　fullctions　is　a　fUture

problem，
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Trllth　Ta1）le　of　1－Variable　5－Valued　Kleelle－Stone　Lo　i9
ω 0 1／4 1／2 3／4 1 Logic　Formllla
ノ
1 1 1 1 1 1 ノ6＞∫19

ゐ 1 3／4 1／2 3／4 1 あ〉∫20

ん 1 3／4 1／2 1／4 1 あ〉ノ21

力 1 1／4 1／2 3／4 1 ∫6V／22

あ 1 1／4 1／2 1／4 1 プ6＞∫23
メ
6 1 0 0 0 1

一～ω〉「鉛
∫
7 1 1 1 1 0 ∫12V∫19

ん 1 3／4 1／2 3／4 0 ∫12＞ノ20

ん 1 3／4 1／2 1／4 0 ／12Vん1
ノ10 1 1／4 1／2 3／4 0 ∫12V／22
∫11 1 1／4 1／2 1／4 0 ノ12＞∫23

ノ12 1 0 0 0 0 rz
∫13 0 1 1 1 1 ∫18＞！19

ノ14 0 3／4 1／2 3／4 1 ノ18＞∫20

ノ15 0 3／4 1／2 1／4 1 ノ18＞ノ21

∫16 0 1／4 1／2 3／4 1 ノ18V∫22
∫17 0 1／4 1／2 1／4 1 ノ18＞∫23

ノ18 0 0 0 0 1
「～の

！19 0 1 1 1 O
「「～Zr「餌

ノ20 0 3／4 1／2 3／4 0 ＠一「躍）V（～露「「τ）

ん1 0 3／4 1／2 1／4 0
～躍「「ω

乃2 0 1／4 1／2 3／4 0
の「一～2｝

ん3 0 1／4 1／2 1／4 0
＄～皿

ノ24 0 0 0 0 0 コじ「¢

gcFunctions

痴 あ

Figure　6．11：Latt，ice　Sむructllre　of　1－Variable　B－Ternary　Functions
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A

A， ，C。

Figure　6．12：Lattice　Structure　of　1－Variable　5－Valued　Kleene－Stone　Ftmctions

Table　6．11：The　Number　of　B－Ternary　Lo　ic　Functions

　　　The　lmmber　of　B－ternary

n　　Iogic　fUnctions
0 2

1 6

2 84

3 43，918

4 160，297，985，276
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Chapter　7

α一KS　Logic　Functions

7．1 In七roduction

Kleene－St・ne　l・gi・fln・ti・n・w・・di・cus8ed　i・Ch・pt・・6，・・d　they・re　empl・y・d　tw。　di伽，ent

killd・・f　un・・y・per・ti・n・～・・d　r・1・tlle　ch・pt・・，　the　un・・y・per・ti・・ri・e。p。。d，d　il、t。　tlle

following　rnanner．

・・一 o1　濫

whe・e　the　thre・h・ldαi・i・the　r・ng・0〈・＜1／2・This　exp・・d・d　Kleene－St・・e　l・gi・f。n、ti。1、　i，

called　allα一Kleelle－Stone　Iogic　function（α一KS　logic負1nctioll　fbr　shorむ）ill　tlle　cllapter．

Tlle・et・f…11　P・evi・11s　m・ltiple－v・1・・d　1・gi・長mcti・1・s・f・r・・s　an・lg・b・・i・・y・t・m，　tl1。t　i，，　tlle

・et・f　B－tcrn・・y　l・gi・負1ncti・n…飢zzy　l・gi・fun・ti・ns　et・．…h　foriiis・1くleene－St・1・e・19・b・・，

・nd　th・t・f　St・ne　l・gi・fl1・cti・n…dKleene－St・n・1・gi・filn・ti・ns　ea・h飴rm・・St・ne・lg・b・・

・・d・Kleene－St・ne・lg・bra，　re・pecti・・1y　H・w・ver，　u・f・・tun・t・ly　w・d・n・t　k・・w…lg・b・・i・

system　which　tlle　set　ofα一KS　logic　fullctiolls　fbrms，　and　obviously　the　system　is　different　fbrnl　a

Kl・e・e－St・・e・lg・b・・…d・f・・…e，　i・di飾re・t拓rm・Kleene・lg・b・a　alld・St・n・・lg・b・・．

We　want，　t，o　know　the　general　properties　do　not　depend　on　t，he　range　of　the　tlircshold　a，　that

is，　tlle　properties　of　fllzzy　logic　functiolls　with　the　ullary　operatioll　r　defilled　1）elow．

…｛1畿
whereα∈［0，1］．　However，　for　the　present　time，　we　have　to　classify　the　tllresholdαillto　the

fbllowing　five　cases：

α＝0，0＜α＜1／2，αニ1／2，1／2＜α＜1andα＝L

Ifα＝0，　the　functions　become七〇Kleene－Stone　logic　ful1CtiOllS，　alld　if　O＜α＜1，　tllen　tlley

become　toα一KS　logic　funct，ions。　We　thiIlk七hat　if　soine　propert，ies　of　Kleene－－St，one　logic　functions

andα一KS　logic　functions　are　cleared，　then　it　is　easy　to　clear　the　properties　of　fullctiolls　when

α＝1／2，1／2〈α＜1andαニ1．　These　kinds　of　investigat，ions　call　casily　lead　us　toむ11e　stu（lies

of　fuzzy　logic　fmlctions　wit11α一cut　operator　clttα：［0，1】→｛0，1｝defined　below．

CILt・（x）一

o
1

if　x＞α

if　x＜α
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whcreα∈［0，1］・The・t・di…ffuzzy　1・gi・fi1・・cti・n・withα一c。t。P，，。t。，囑i，　the　f。tllre

problem．

The　chap七er　d・・c・ibes　s…e・fthe　f・ll・wi・g　P・・perti…fα一KS　I・gi・functi。n，．　Fi，st，　i。　Secti。1’1

7・2，w・gi…d・且・iti・n・fα一KS　I・gi・f・ncti・ns　i・tlle　term・f　l・gi・飴rm．1。、．　The。　w，　d，丘。e

窃1離膿、’：e聖（認’1，ln瀦鷲「器ll翻鵬翻潔・1翻∴1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヲ・h・w・tl1漁・yα一KS　I・gi・ful1Cti・・is　ln・1・・t・ne　f・・the・e　f・ur　p・・ti、1。，der　rel。ti。11s．　Als。　i。　the

蹴需糊湘綿｝累謙：t｝：溜謙1留器蹴繍翻｝
allyα卿KS　I・gi・fu・c七i…α一KS　I・gi・fllncti・n・・re・1・t・fi111Cti・11・11y・・mpl・t・，　tl1・t　i，，。ny、functi。、L

cam1°t°bt・i・by　mc・n・・f・1・gi・f・・m・1・・Fi・ally，　i・Secti・・7．4，・necess。，y。nd，。缶。i，。t

colldition　forα一　　　　　　　　　　　　KS　I・gi・負mcむi・n　i・cl・・red　i・the　term・f　tlle　p・・ti・1・・der　re1・ti・n≦。．

7．2 α一KS　Logic　Functions　and　Their　Properties

In　this　section，　we　defineα一KS　logic　functions　and　show　some　of　their　properties，

7．2．1　Definition　ofα一KS　Logic　Functions

First，　w・gi・・the　d・且・・iti・n・fα一KS　l・gi・五m・ti・n・・L・t　V　b・the　c1・・ed　i・1t・rv・1［0，1］．　A・

n－variableα一KS　logic　funct，ion　is　defilled　to　be　a　mapping　frOlll　Vn　illto　V；F：▽幽η→γ，　wllicl1

…be　repre・e・t・d　by・・nst・1・t・0・nd　1，・・d　1・gi・・P…ti…AND（・），　OR（V）・・d　NOT（～）whi、1、

・・eide・ti・・l　with・per・ti・n・・f血zzy　l・gi・舳・・ti・ns，・nd・・m・・y・P…ti・・（「）…t・・ll・d　by。

thresholdα　　　　　　　　　　（0〈α＜1／2）．These　logic　operations　are　defilled　as　f（）llows．

X　・　Y　＝＝　Mill（X，y），

～x＝1－x1

2’＞IJ＝max（．r，・IJ），

「・

wllere　x，　y∈y．　Then，　an　n－variableα一KS　logic　fullction　is　defined　strictly　as　follows．

Definition　l　Logic／br視7乙」α5　are　deflneal　inductively　as／bπoω8．

（1／0・nstants・0・and・1，απd翻・ble鋤，＿，2’。αre・1・gic　formulas．

ピ2ノ写σαnd　H…～・gic　formu～・・，　then（G・H），（O　V∬），（～σ）・nd（「σ）…al・・Z・gi・

　　　ノb㎜uJα8．

（3／The・吻1・9¢c妙酬α3αTεのεπ吻ωαη4ピ2ソ．

Definition　2　A　mapPing　F：Vn→Vrepresented　byαtogic／brmula　is　cαlledαn　n－variable

or－KS　logic　function．

　　Hereafter，　we　will　call　all　n－variableα一KS　logic　fi11｝CtiOll　allα一1〈S　logic　fullctiol），　for　simplicity，

and　ident，ify　anα一KS　logic釦11ction　with　the　logic　formula　which　represents　it．　In　writil）g　logic

fbrmulas，　we　assulne　that　symbols～and　r　are　stronger　tllan・，　and・is　stronger　thalユV．

Example　l　Let　17（x1，x2）ニ「～xl＞～x1・rx2，α＝（0．1，　O．2）and　a＝0．2。　Then，　F（α）＝「～

0．1V～0．1・「0．2＝「O．9＞0．9・1＝OVO．9＝0．9．
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The．f・ll・wi・9・quat，i・ns・re　the　p・・P・・ti…fα一KS　1・gi・負mcti・1・s，　h・w，v，，，　w，　d。　n。t　k。。w

the　axi・ms・f・an　alg・b・・ic　sy・tem　whi・1・tlle・et・fα一KS　l・gi・fullCti。n，　f。rms．

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

（9）

（10）

（11）

（12）

α・α＝：α，　αVα＝α

α・δ＝ひα，　αVδ＝δ〉α

・・（b・c）＝（・・b）・c，・〉（うv・）＝（・〉δ）v。

α・（αvδ）＝α，α〉α・わ＝α

α・（ゐVc）＝α・b＞α・c，

αvわ・c＝（αvδ）・（α〉の

～（・・b）＝～α〉～δ，～（aVb）＝～・・～δ，

「（α・b）＝「αVrわ，「（αvう）ニ「α・「δ

～～α＝α

0・α＝0，0Vα＝α

1・α＝α，　1Vα＝1

α・～α・（b＞～う）＝α・～α，

α・～αV（bV～δ）＝’δ〉～b

「「「α＝「α

α・「α＝0，「αVr「α＝1

（the　idelnpoten七1aws）

（the　commutative　laws）

（tlle　aSSociat，ive　laWS）

（the　absorption　laws）

（the　distributive　laws）

（De　Morgan’s　laws）

（the　double　negation　law）

（the　least　element）

（the　greates七elenient）

（Kleene’s　laws）

7．2．2　Partial　Order　Relations

In　this　section，　first　we　define　a　partial　order　relation≦αon　V．

D・舳iti・n　3五・t・α繭δ・・～・m・傭可γ・Tん…≦。　b加ld・げ・・伽瞬…げ疏ゆ～1・吻
relαtion3ん0～〔i5，

ω0≦b≦a≦α，　（2／1一α≦α≦b≦1，
r32αくα≦b≦1／2，・rω1一α＜・≦b≦1／2．

0

α

1／2

α

1

α一1　α一1

Figure　7．1：Partial　Order　Relation≦α

　Next，　we　define　more　three　partial　order　relaもions≦B，≦K　and≦αonγfor　the　ai　lll　of　collve．

nience　of　the　foUowing　discussions．

Definition　4　Letααnd　b　be　elements　o／y，　Then　a≦B　b　holds　if　and　only　if　one　o／the／b〃owing

Telation3　んoJd！3，

ω0≦b≦α≦α，‘2／1一α≦α≦b≦1，0rで3／a＝b．
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£灘1°肱伽απ痂eε」e　呵γ・Tん…≦・わん・ld蜘d・劇・…∫制・〃・吻

ωα〈・≦う≦1／2，（2／1一α〈・≦ひ≦1／2，・・ピ3ノ・－b．

D・fi”iti・・6五・ご・・nd　b　b・・」・m・・岡y・Tん…≦。ゐん・lds　if・痂吻ザ・…ノthe　foU・吻

relationsんo～ds，

rη0≦・≦b≦α，　（2？・1一α≦b≦・≦1，
ピ3ノα〈・≦b≦1／2，・・ω1一α＜・≦う≦1／2、

α

0

1／2

α α一1

α一1

1

Figure　7．2：Partial　Ordcr　Relatio11≦α

　The　relations≦α，≦B，≦K　and≦αcan　be　expanded　among　yηas丘）llows．　For　two　elemellts

α＝（α1，＿，αT、）alld　b＝（わ1，＿，わη）ofyη，αRb　ifand　only　ifαゴRわぜfor　all　i，　where　R　is　one

of≦α，≦B，≦K　or：≦α・Here，αand　b　are　said　to　be　compara、ble　to　each　otller　under　the　partial

order　relatiol1　R　wllel1αRb　or　bRαhold，　otherwise　they　are　1）ot　comparable．

The・rem　1五・t　F　be　an・a－KS　I・ei・加・伽・nd・a，　b　b・・1・mε傭・ノV”．　Tん・n，　tん・foll・伽9

four　hold，

ωα≦。b吻’ゴe3F（α）≦。F（b），（2ノα≦Bb吻」彦θ5F（α）≦BF（b），

ピ3ノα≦i〈　b吻lies　F（α）≦K　F（b），ωα≦。　b吻」信e5　F（α）≦αF（わ）．

　Proof．・Theorem　is　proved　by　induction　concerning　the　rlumber　of　operations（・，　V，～，「）．　The

reslllts　trivially　hold　for　O，1and　each　variable　z1，＿，xTレNow　it　is　easy　to　show　that　if　it　llolds

forσand、El’wllich　areα一KS　logic　fullctions，　thell　it　also　holds　forσ・∬，0＞H，～Galld　rσ

ill　any　ca8e（1），（2），（3）and（4）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　麗

Example　2　F＠1，x2）＝「～xlV～xl・「x2，α1＝（α，β），α2＝（0，β），α3ニ（α，1／2）and

a4＝（0，1／2）。　Then，α1≦Bα2　an4　F（α1）・＝β≦Bβ＝＝F（α2）．α1≦Kα3αnd　F（α1）ニβ≦K

1／2＝F（α3）．α1≦αα4αndF（α1）＝β≦α1／2ニF（α4）．α2≦ααl　andF（α2）＝β≦αF（α1），
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7．2．3　　Set　V7ニ｛0，α，β，1／2，β’，α’，1｝

Let　V7　be　the　set｛0，α・β，1／2，β～α～1｝，　and　we　will　define　the　following　mapping　from　V　to・V7，

where　Oくα〈β＜1／2，α’＝1一α　and　6’＝1一β．

蝉i購≧嗜織欄羨鶉岬η鋤”・蝋…°＜・≦・＜δ≦1／2，

＝a・εδ＝＝

げ
げ
げ
げ
げ
ザ
げ

　
　
　
2

0
α
β
∀
〃
♂
1

0≦αくε，

ε≦α≦α，

α＜αくδ，

δ≦α≦δ’，

δ’＜α＜α’，

α’ ?ｿ≦ε’，

ε’＜a〈1

M・re・”er，～et　a＝（α11－．，α．）beαn　element・ノvn，
（可εδ，．．．，硫ε6），

ごん・・…」・m・窺がδ・ハV7”　is　defined　by

ε

闇
α

1／2

・…一一一 b【闘6

…9－●

δ1／2δ’

a

Figure　7．3：Mapping証6（0＜ε≦α〈δ≦1／2）

Exampl・3五・‘・一（0．1，0．2，0．3，0．4），・一・－0．2・・dδ・O．4．　T厭互・δ一（蕊εδ，硫εδ，

σ溶εδ，σコ1εδ）＝（0，α，β，1／2），whereα＜β＜1／2．

Th・・…2L・t　F・b…α一KS　I・9轍伽・漁δ・α・，」・m，呵y・．　Th，n，　F（。）εδ一F（がδ）

forαnΨvαlueεαndδ（0＜ε≦α＜δ≦1／2）．

117



P…f・　The・rem　i・p・・v・d　1・y　i・d・cti・11　c・1・cer・i・9・the　nnmnber・f・p…t三・11s（・，〉，一，．）．　Tlle

・es・ltt「i・i・llyh・1・1・f・・0，1・・d…hv・・i・bl鋤，＿，．・’。．　N・witi・ea・y．t。、11。wth。tifitl1。1d、

f・・σ・・dll，　wlli・h・・e・cy－KS　1・gi・fll・cti・ns，　tllel・it　h・ld・f・・σ・H，・G　V　H，～Ga。d．G．．

Th・・rem　3五・オF1α・鵡δ・α一KS　I・gi・加・孟傭．　Fl（α）＝

・痂吻if・Fi（α）－F2（α）勉α～1・」・m傭α・ノV7n．
F2（α）勉α〃・」・・η備α・ゾγ7ユザ

P瞬SllpP・・e　tll・t　F1（・）－F2（・）f…ll・1・me・lt・α・岬・・d　the　the。reln　d。es、1。t　h。ld．

Tllen・we　can・ssume　th・t，　the・e　exi・t・at　l・…t・ne　eleme・t・・f　V・　su・h　tllaげ1（・）≠F2（。），

Thi・m・・ns　eithe・F1（・）＞F2（・）・・Fl（・）＜F2（・）．　Fi・・t，・11PP・se　Fi（・）＞F2（。）．　L，tλ＝

織躍留耀hご1溜み翻霊e黙蹴1霊霊調撮
we　also　obtain　same　resul七forδ＝mi11（1，1一λ）and　allεsuch　as　O〈ε≦α．　This　contradicts　tlle

・ss・mpti・・，・inceがδi…el・me・t・岬．　We　ca・P，。v，　tlle　re，111t　il、　the、imil。r　m。。、、er　whell

F1（α）＜F2（α）．　Thercfbre，　we　can　prove　the　first　part，　of　tllis　theorem．　The　converse　is　trivial．

Thus，　i七lias　been　shown　that　Tlleorenl　2　holds．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

　From　Theorem　2，　it　is　guaranteed　that　all　outputs　of　allα一KS　logic　funct，ion　are　determined

uniquely　by　aU　inputs　of　V7n＝｛0，α，β，1／2，β’，α’，1｝

C・r・llary　1　Let　Gαnd・Hうεα一KS　t・9ゴc加伽π3．

αnd・吻ザσ（α）≦H（α）プbr　angy　element　a（ゾ瑚．

仰e・pr・・ノi．s・mittedノ

σ（α）≦H（α）for　any　element　a・ノv”if

D・finiti・n　8五・tσ・・nd　H　b・・a－KS　I・9ゴ・加・伽・．　lt・i・・aid　t・b・th・t　H・in・1・d・・σ（。rσi、

伽c観e伽∬〃αnd・吻ガo（α）≦∬（α）for　angy　element　a・ゾレ・，απ4ω8伽。オε蜘3　G　E∬

（or　H⊇σノ．

In　accordance　with　Corollary　1，　G⊆Hif　and　only　if　G（α）≦H（a）for　any　elemelltαof　V7n．

7．3 Canonical　Disjunctive　Forms　ofα一KS　Logic　Functions

7．3．1Minterms　of　Type　1～Type　4

The　logic　fbrmula80btained　by　applying～and　r　to　a　variable　x　represellt　only　the　f（）llowi1ユg　six

different　kilユds　ofα一KS　logic　functions，　sillce～～x＝2’，「「「xニrx　and～一x＝「「x　stand

always　true　as　sllown　ill　Section　7，2．

x，　～x｝　rX，　「「x，　「～x，　and　r「～x。

Hereafter，　we　call　each七hese　six　logic　fbrmulas　a　literal．　The　truth　tables　of　literals　appear　ill

Table　7，1．

　Aproduct　term　on　the　variables　xi，．．．，x，、　is　de且ned　as　a　conjumction（AND）of　literals，　where

2，l　Zω1’fbr　any七wo　hterals甜l　and餌1’apPearing　ill　the　prodllct　term．　For　example，　xi～鋤「「～IJ

and～x「「xrrzr「～zare　product　terms，　but　not　xx？J「「～IJ　and　x「「xrrzr「～zsince　there

are　two　same　literals，x　ill　the　fi1’st　product　and　2’⊆「「x　ill　the　second　product．
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Table　7．1　Trtlt，h　Tables　of　Literals

の 0
α β 1／2 β’ α’ 1

～欝
1 α’ β’ 1／2 β α 0

「ω 1 1 0 0 0 0 0

「～澱
0 0 0 0 0 1 1

一「∬ 0 0 1 1 1 1 1

「「～2｝
1 1 1 1 1 0 0

Among　tlle　literals　except　fbr　rx　and　r～xthe　following　equations　hold．

～の

「「の

「「～欝

置「x＞欝「「記「「～岱V鐙「～醒

～¢「の〉～餌「「x「一～の〉～x「～x

「～欝〉「「餌「「～x

「∬〉「「x「「～∬

Theref・re…ylit…1・xcept・f・・r・・and　一～・’・・n　be　e・p・nd・d　i・t・the　di・jun・ti。n。f、。me。f

the　fbllowing　Product　terms，

　　　x「x’，　　　　　～x「～Xl　　　　　～露「∬，　　　　2’「～xう

「「¢「「～∬7　x「「記「「～∬，　～⑳「「躍「「～2｝，

Moreover，　a　conjllllctioll　of　any　two　mt　and　x”of　the　above　prodllct　terllls　and　literals　rx　and

「　～　xis　equivalent　toゴ　（or　x”）or　the　collstallt　O　except　fbr　tlle　pair　of　x「「x一一　～　ωand

～x「「x「「～x，and　tllese　two　x「「x一一～ωand～x「「ω「「～z’yields　a　new　product　term

x～ω「「2’「「～xwhich　is　not　identical　witll　any　one　ofproduct　terms　listing　the　above　seven　alld

literals　r2i　and　r～2z　Tllereforc，　we　conclitde　that　any　lit，eral　can　be　expanded　into　a　disjullct，ioll

of　some　of　te1ユproduct　terms　appearing　in　Table　7．2，　which　shows　their　truth　tables．

Table　7．2：Trllth　Tables　of　Atoms

0

0

0

1

1

0

0

0

0

0

0

0

0

1

♂

α

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

’
β

β

β

0

0

0

0

0

0

1

2
／
1

2
／
1

2
／
1

．
0
0

0

0

0

0

1

β
’
β

β

1

♂

α

0

0

0

0

0

0

0

1

1

0

0

0

0

0

0

0

0

）
X
（
⑦
「

吟
X
（
置
「
躍
～

り
X
（
偲
「
猛

）
X
（
∬
～
「

）
α
X
（
皿
～
「
鉛

　Moreover，　any　one　of　t，ell　product　terms　in　Table　7．2　never　be　represented　by　a　disju1｝ctioll

of　some　of　another　producはernls　of　Table　7．2．　Hereafter，　fbr　the　aim　of　convenience，　we　call

each　ten　product　tenns　of　Table　7．2　all　atom，　and　represellt　t，hein　as　the　symbols　Xo，　X　1α，　Xoα
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X’，・Xα1，・Xa°，・X”，X°’，　X’°・・d　X°°，・e・pecti・・ly．　ln　a，c。，d、nce　with　the　ab。v，　di、cu，si。11s

we　can　c°nclud・that，　a・y　p・・duct　terni　7・an　be　expand・d　i・t・a・di・jlmcti・11・f　p，・、1u，t，　t，，ms

…1st・u・t・d　by・・ly・t・ins・　that　is，　the　f・ll・wi・9・xp…si・n　st・nd・・1w・y・P・，，ibl，．

7　＝
　ぬ　　　　　　　　　　　　ホ

x9ビ…’ωqk

（X8111＞＿VX81°1）・

71＞＿〉’）・1

・…（x甜ゐ1v＿＞x8’8り

耀撫灘灘嵩瓢S翻融鶴；識1：、櫨C：1慮繍燐1膿
atOms．

瀦驚懸鷺臨1麟撃儲購1°1｝孟「臨罷盤
term　ill　wllicll　a　variable．x’i　dose　1コot，　appear　call　be　expanded　illto　the　di　sj　unc　t，　ion　of　product

terms　appearillg　all　variable：．Hereafter，　we　call　a　product　term，　wllicll　is丘llally　obtained　by　tlle

expansion　denot，ed　above・aminte7wn，　that　is，　a　111illterlll　is　a　pro〔ユ11ct　terln　apPearing　all　variables

and　constructing　of　ollly　atolns．

Ex・mp1・4五吻b・α卿伽オ孟・rm・・翻・う」・・x，　y，…κん・・7＝「い蹄．　Th・n，　7　i・

即αηdε4翻・α4伽π伽n（ゾminterms　as／bπ・WS．

’）’ニ　ーx～IJ「y

　　　ニ．Xly1α（Z°vzl1＞zl）

　　＝xly1αzO＞xlylαzll　V　Xlylαzl

　　Alogic　formula　representing　allα一KS　Iogic　function　F　can　be　expanded　illto　the　disjunctive

form　F＝71　V．．．V7s，　where　7i（i＝1，．．．，8）is　a　millter，　h・om　the　above　discussions　and　frOlll　the

distributive　laws，　the　absorptioll　laws，　De　Morgan，s　laws　and　otller　laws　as　discussed　ill　Section

2．Each　Milltel’M　7ゴcan　be　classified　illto　one　of　the　foll　owing　four　types．

type　1：Amillterm　7　consisting　of　only　X1α，　Xo，　Xll，Xl　alld　Xα1丘）r　any　variable　x．

type　2，：Aminterm”）’cong，　isting　of　only　atoms　of　type　l　alld　Xlo，　Xol　for　any　variable　x，　and

　　　　appearing　at　Ieast　one　of　ylo　or　yol　fbr　solne　variable　y．

type　3，：A　minterm　7　consisting　of　only　atoms　of　type　2　and　XOo　for　any　vari　able：n，　and　appearing

　　　　at・leagt・ne　yo°f・r　s・me　variable　y．

type　4’：Aminterm　t）r　appearillg　at　least　one　of　Xoαor　Xαo　for　solne　var三able　x，

Letッbe　a　Inillterm　of　type　2，　appearing　Xo　or　XI　for　some　variable　x．　Then，　Xoyfノ＝Xlc「yij

（i，ブ＝Oor　1，　alld　i≠ゴ）holds．　Because　letαbe　an　element　of「V7n，　then　Xo（α）≠Oif　aiid　o111y　if

Xlα（α）≠0．　Thcrefbre，（Xoyiゴ）（α）≠Oif　and　only　if（XIα）（α）≠0，　and　ill　such　tlle　ele111ehtα

we　always　obtain　yiゴ（α）≦Xo（α）alld　Yiゴ（α）≦X1α（α），　that　is，（Xoyiゴ）（α）ニ（X1αyij）（α）＝

yfゴ（α）．　Accordingly　Xoyiゴ＝X1αyfゴstallds　a，lways　true．　Tllerefbre，　a　Illintermαof　type　2’is

equivalent　to　the　mi1｝term　which　is　obtained　by　replacing　any　atom　Xo　alld　Xl　appareling　i11α

to　X1αand　Xα1，respectively．

　Let　7　be　a　millterm　of　type　3，　appearing　xii　fbr　some　variable　x．　Then　the　relatioll　yooX11＝

yrOO（XOユ＞XlO）＝yOOXOI＞yFOOX101101dS．　BeCaUSe（XOIVXIO）（α）≠Oifalld　OIlly　ifXl1（α）≠0．
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The・e飴・e，（y°°X°’Vy°°X1°）（α）≠if・・d・・ly　if（y°・Xll）（。）≠0，。。d・in　sucli。n　el，me。七。y・・

蹄濃臨齢雛訓£畷11b讐1聯淵器1臨臨：1監
f・・e，・・ytyp・3’mi・・t・・町・PP…i・g　Xll　f・・s・m・…i・bl・…c・1・be　e・p。。d，d　i。t。　tlle　dis－

j・1ncti…f・ni・terms　i・wlli・h　Xll　n・ver・pP・a・f…11y・a・i・1・1・・．　N・xt，，・X°・・Xl、PP，。rs　ill

atype　3，111illterll1｛br　some　variabl　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　em．　Then　yOOXO＝YOOXlC「and　YOOXl＝yrOOXαl　l101dS　in

tlle　silnil・・m・nn・・witll　typ・2’mi・terlns・The・ef・・e，・ny　tyl・e　3’mi・t・・m・PP…i・g　X・。，　Xl

辮欄識繕eqllivalent　t°the　minte「m°btained　by「ePlacil19・・y　X°・・d　Xl・・X’α

If　tllere　i・X”，X°1，X’°，X°，・・X’　ip．・mi・term　7・f・ype　4㍉・ince　tllere　i・y・…y・・i。　Or．w，

鯉塑慨鷺野1「訟認勇γεゴX°1＝yfゴX’°＝y’ゴX°°遡゜＝剛α，

H℃1n　the・b・v・，・・yα一KS　1・gi・負m・ti・n…be　exp・nd・d　i・t・the　di・j・・cti・n・f　the　foll・wi・9

four　types　of　minterms．

type　1：

type　2：AMilltcl’m　consisting　of　only　Xll，　X1α，　Xα1，　Xlo　arld　Xol　for　ally　variable銑and

　　　　apPearing　at　Ieast　one　of　Ylo　or　Yol　fol’some　variable　31，

type　3：Aminterm　consisting　of　only　Xoo，　Xlα，　Xα1，　Xlo　and　Xol　for　any　variable．T，　and

　　　　apPearing　at　least　yoo　for　some　variable　311

type　4：Aminterm　consist，ing　of　only　Xoo，　Xlα，　Xα1，　Xoαand　Xαo　fo1’any　variable　x，　and

　　　　apPearing　at　least　one　of　yoαor　yαo　for　some　variable　y．

Ex・mpl・5X’αy°Zn，Xlαy°1211，X’αy°’Z°°and　X’αy°α2°°・r・mi・t・”…ノtY17・鞠P，

2，伽e3απd＠e　4，　respectively．

7．32　Properties　of　Type　1～Type　4　Minterms

Definition　9五etα＝（α1，＿，αη）ゐεαn　element（ザ｛0，α，1／2，αノ，1｝n．　Then，　the　elementα

C・rres卿耐・a　minterm　7＝灘『1・…・の晃η・ノ勿81ψ’te　fo～1・？吻丁・1・オゴ・πん・’ds／brm　everSt

i＝1，＿，n．

z野‘＝

α
　
　
－
　
　
1

ー
ゴ
O
i
ー
ゴ
ー
歪
α
f

X
X
X
X
X

ザ　α‘＝0，

げ　αゴ＝α，

ザαぎ＝1／2，

げ　αi＝α’，

げ　α‘＝1

It　is　evident　that　7（a）ニ1and’）’（b）∈｛0，α’，1｝fbr　all　elemellts　b∈瑚．

Definition　10五θ‘α＝（α1，＿，απ）ゐεαn　element（ゾ｛0

the　element　a　eorresp・nds　to　a　minterm　7ニZ窄1

for　everst　iニ1，＿n．

xi‘　＝

b
－
！
0
τ
1
1
－
0
1
°
2
ω
゜
3

X
X
X
X
X

　　　　　　，β，1／2，β’，1｝n－｛0，1／2，1｝n．Tんen，

・＿・
w＃T‘0ノ妙e2卵んθ／’ollOW’ing　7・elαtiOn　holds

ザ
ザ
げ
ザ
げ

ai＝O，

aiニβ，

αi　＝1／2，

αf＝β’，

αi＝1
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It　is　evident　that　7（α）ニβ’alld　7（b）∈｛0，β，1／2，β’｝for　all　elements　b∈V7n．

De且n五ti°n　11五・t・一（・1，…，…）b・α・・1・剛・ノ｛・，β，1／2，β’，・’｝・一｛・，β，β’，。’｝・，

Th・励e　e厩漁・・7’res剛・t・α謝・脚一xf’・＿・xg，・・伽・鋤励ll・吻。，励。
んolds　for　everJi　i＝1，＿n．

餌“i＝
　1

燈
霧
1
0
f
O
O
－
0
1
噛
ε
ω
ー

X
X
X
X
X

if　αiニα，

if　αi＝β，

ifαiニ1／2，
if　αiニβ’，

if　αi＝α’

It　i・evide・t　th勘（α）＝1／2・nd・Or（b）∈｛0，β，1／2｝f…ll・leme・t・b∈四．

D・finit三・n　12五・tα一（α1，一・，・。）ゐ・α・・’・m・nt・ノ｛0，α，1／2

仇ee1・mε漁・・rresp・nds・t・α舳哲・rm　7　＝＝　xa
撃

for　every　i　＝　1，＿n，

∬？」＝
　1

欺
霊
⑩
露
o
o
°
2
α
o
ー
ω
ε

X
X
X
X
X

　　　　　　　　　　　　　，α’，1P－｛0，1／2，1｝”．　Then，

・・… @奮呈noノオ3／pe　4げ孟ん8ノ∂〃owing　re～at’ior乙ん0～d！5

げ
げ
げ
げ
げ

αi・＝0，

ai＝α，

ai＝1／2，

ai＝α’
C

ai＝1

　It　is　evident　that　7（α）＝αalld　7（b）∈｛0，α｝fbr　aユl　elements　b∈瑚．

　We　will　de丘ne　a　not，ation　with　respect　to　the　part，ial　order　relation≦αas　follows．　Letαalld

bbe　eleinents　of　V．　Ifαand　b　are　comparable　to　each　other，　thell　we　can　find　the　illfillユum　ofα

and　b　concerning　with　the　relation≦α，　otherwise　does　llot．　We　will　write　an　infimuin　of　a　and　b

asα△a．　b，　and　if　it　does　not　exist，　then　we　will　write　asα△αb＝の．　This　can　be　extended　amollg

Vn　as　fbllows．　For　two　elementsα＝（α1，＿，an）and　b＝（bl，．．．，bn）of　Vn，we　will　de丘neα△αb

as（α1△。b1，．．．，an△αbn），　and　ifαf△αbi＝のfor　some　i（i＝1，．，．，η），　then　we　will　defhle　it　as

α△αb＝の．

L・mma　1五・t　a　b・αn・element・ザ｛0，α，1／2，α～1｝η，・nd　7　th・π翻・㎜げ伽・1・・rr・・P・・伽9

t・αij　b　is　an　element・ノ1伊，ごんen

r刀7（b）＝1if　and　only　if　b≦αα，

（2？7（b）＝α’　if　and　only　if　b≦αc　and　b　Aα　a，

ピ3／7（b）ニOif　and　o吻げb≦αc，

where　a≦αcandc∈｛O，1／2，1｝n．

　　PToo∫♂1、etα＝（α1ラ．．．，an）and　b＝＝（bl，．．．，bn），’γ（b）＝α’if　alユd　only　if　it　has　to　be　held　for

any　iニ1，．．．nthat，　bi≦αα，　when　ai＝α，1／20rα’，　alld　ai＝bi　when　ai＝Oor　1．　Therefore，

7（b）＝α’if　alld　only　if　b≦αα．　Next，・γ（b）＝Oif　and　only　ifit　llas　to　be　held　f（）r　some乞＝1，．．．，n

that　bi≠Oalldαwllen　ai＝Oorα，1♪i≠1alldα’when　ai＝10rα’，　or　bi≠β，1／2　andβ’wllell

aiニ1／2．　Therefbre，・γ（b）ニOif　alld　ollly　if　b≦αc．（2）is　derived　directly丘om（1）alld（3）．　This

completes　the　proof　of　tlle　lemma．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
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工emma　2五eオαbeαn　element　oノ｛0，β，1／2，β～1｝’L｛0，1／2，1｝η，α雇質ん8　minterπn　o／t？」1，e　2

correspon（ling　t・α．写尻3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αn　elem・ent・ガ瑚，オんen

　θノ7（b）＝β’げαn‘loη吻げb≦αα，

ピ2ノツ（b）＝1／2ザ翻・吻げb≦。・ゆ≦。α鰯・△。b≠の，

　r3／7（b）＝βガan〔l　only藍ノb≦αcandα△αb＝の，

（4）　7（b）＝O　if　and・吻ザb≦αc，

ωんere・a≦・cα掘c∈｛0，1／2，1｝”．

Lemma　3五eオαbe　an　element（ザ｛α・β，1／2，β’，α’｝π一｛α，β，β’，α’｝・，　and・γ〃le　Minte7’7TL　O／

tl」2，・3・…ε5卿吻t・α・1アb・is侃・～・m・・呵V弛オん・n

rηッ（b）ニ1／2　zf　and・吻げα≦。　b，

　（2？7（b）＝βザαnd　on～yげb≦αcαndα≦αb，

ピ3／7（b）＝0蜘πd・吻ザb≦αc，

ωんereα≦αc，　c∈｛0，1／2，1｝η．

エ・mm・4五・茸・δ・…」・m・nt・ノ｛0，α，1／2，α’，1｝”一｛0，1／2，1｝η，・吻伽・融‘・・m・ノ勿，4

C・rres卿伽9’・α・η「b　is　an　e～εme伽∫Vア，　then

rηッ（b）＝αザαη4・nly　if　b≦。α，

（2？7（b）＝O　if　and・nly　if　b　9α　a．

　The　proofs　of　Lemma　2，3and　4　are　similar　to　that　of　Lelnma　1．

　Let　71，72，73，　andッ4　be　millterms　ofもype　1，2，3，　and　4，　respectively．　Then，　it　is　evidellt　that

7ゴV7ゴ≠ッゴfrom　the　de丘nition　of　each　minterm，　where　i〈ゴ（乞，ゴ＝1，2，3，4）。

L・mm・5五・t　7・・d　7’b・any・mi・t・・m・伽・1吻P・4，・nd・・nd・b・」・撒岡四・・rr・一

　　　　　　　　　　　　　　　～…P・翻吻・Tん・n，・or＞ツ’一’）’，抗幡，7’⊆7if・nd・吻ザ3PO7L〔iing　to’〉’and　7

ωα≦B　b，　when　b・th　7　and　7’αr吻pe　1．

　ピ2ソ　b≦Kα，ωんεγLbotん！γ　andツ’α7・e　type　2，

ピ3？α≦Kb，　when　b・th　7　and　or’αre・type・3．

ωb≦Bα，when　b・仇7αη面’ar吻pe　4，

r5ノα△。b≠の，ωんεπ7απd　7’ar吻pe　2　and　type　3，　respecti吻．

（6／b≦。c，ωんεπ質ε吻pe　1　and　or’is・either・ne（）f　tYl，e　2，3，・r　4．

ωb≦α　c，　wんen　7　is　either・ηθけ勿e　2・r　3，απ4ヅ宮5αオ〃Pε4．

ωhereα≦αcand　c∈｛0，1／2，1｝η，

　　Pro（’f：Let，　us　suppose　7　and”r”be　both　type　1，　and　tllenα＝（α1，．．．，α7、），b＝（bl，，．．，bη）∈｛0，

α，1／2，α’，1｝．First　assume　b≦Bα，　tlla七is，　bi≦Bαゴfor　al｝yゴ（i＝1，，．．，n）．　This　implies　tllat

ai＝bi　whenαiニα，1／2　andα’，　andわi≦B　ai　whenαぎ＝Oor　1．　Therefore，　Or＞ッ’＝7．　Next，

assllme・γVゲ＝7，　tllat　is，7（α’）≧’）”（α’）for　any　elementα’of　V7n．　This　implies　7（b）＝1sillce

7’（b）＝・：1。By　Lemma　1．1　b≦αα，　and　this　ilnplies　thatαi＝bi　whell　ai＝0，10r　1／2　and

ai≦B　bi　when　ai＝αorα’fbr　ally　i寵1，＿，η．　Theref〈）re　we　llavcα≦B　b　From　the　above，　we

haveッVゲ＝・7if　alld　only　if　b≦Bαwhenッand’）”are　both　type　1．　The　relllaillil）g　cases　of　tlle

lemma　are　proved　in　t，he　similar　manner．　　　　　　　　　　　　　■
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7・3・3　Definition　and　Proof　of　Uniqueness　for　Canonical　Disjunctive　Forms

In　tllis　sect，ion，　we　give　a　dcfillition　of　canonical　disjunctive　forln，　and　then　sllow　this　folm　i8

uniquely　determilled　for　a　givcnα一KS　logic　function，

D・fi・iti・n　13写・・α一KS～・gi・加・伽Fi…presente吻吻ic　folln，？・la　F－71・V＿〉ツ，，

then　it　is　sa‘id　tんat　F　i・痂εcα剛・α」帥・・伽・∫・㎜励・r・・7i（i－1，．．．，・）i・α・mi・t・㎜。ノ

・齢e吻P・1，伽・2・t〃P・3，・吻P・4・吻εVツゴ≠7i　for　any　i，ゴ（’i≠ゴ），

Ex・mp1・6Th・　・αn・nicα1　dis」’un・tiv・f・㎜・ノ・2一翻・bl・・a一κ5励加託信・n　F－x「～IV＞～

IY「～？」　is　obtained　as　folloωs．

F　＝ x’r～yV～IJ「～？」

（X°αVX°1＞Xα1）vy1＞y・°

X°αy1＞X°’y1VXα1y1＞yα゜（X°＞X11＞X1）

XOαyl　V　XOIyl　V　Xα1yl＞XOyaj・VXI】yαO＞Xly・O

X°αyα1VX°lyα1＞Xαlyl＞Xlαyα゜VX・・yα・VX・・ly・・

∬ere，　elements（α，1），（β，1），（α’，1），（0，α’），（1／2，αノ）αnd（1，α’）αre　corγesponding　to　minterms

XOαyα1　　　　　　，X°1yα1，Xα1y1，　X’αyα゜，　X°°yα゜，・nd・Xα］yα゜，　reSpeCtively．　Th・n，・X・・y・・，。。d

Xft’y“’°，・…幡・吻X°’Yα1・・d　Xα’y1，・・spect助，加視五・mm・5』、ε，吻，，ごんe　cα。。。一

・icα～劒’脇c伽e妙mo／Fis

P　＝　XOαyα1　V　XOIyα1　V　Xαlyl＞XlαyαO．

Lemma　6　Let　F　beαcαnonical　disj’unctive／brm　o／an　cr－KS　logic　function，αnd　7αminterm　of

F・Then・F（α）＝7（α）プbr・the　e～ement　a　corresp・ndz’ng　t・’〉’，

　　Pro〔’f：In　the　proof，　the　symbol　7’ilnplies　one　of　type　1，20r　3　mintenn，　and　the　symbol　b

implies　the　corresponding　element　to　Ort．　First　suppose’）’is　a　type　1，　then　since　7（α）＝1we

ha、ve　F（α）＝1．　Second　suppose　7　is　a　type　2，　then　F（α）ニβ’．　Becaug．　e，　if　F（α）〉β’，　thell

there　is　a　type　l　Inillterln’）”ill　F　such　thatゲ（α）＝10rα’，　and　therefbre　by　I、emma，1．3α≦a　c

where　b≦αcand　c∈｛0，1／2，1｝n．　By　Leniina　5．6　we　have　7⊆’）”alld　this　colltradicts　that

Fis　tlle　canonical　disjunctive　fbrm．　Third　suppose　7　is　a　type　3，　then　F（α）＝1／2．　Because，　if

F（α）＞1／2，then　there　is　a　type　1　or　2　niintJerm　7’in　F　sllch　that　7’（α）＞1／2．　Whenヅis　a　type

1，then　by　Lemiina　1．3　and　Lemma　5．6　we　llave　7⊆7’ill　the　similar　11ユalmer。　When　7／is　a　type

2，then　7ノ（α）・＝βノsillce”）’ノ（α’）≦β’for　any　elemelltα’of　V7n　and・γ’（α）＞1／2りand　tllerefore　by

Lemma　2，1α≦αb．　Accordhngly　by　Lemma　5．5　we　have　7⊆・γ’．　Thus，　both　two　cases　contradict

七hat・F　is　tlle　canonical　disjunctive　form．　Finftc　11y　suPPoseッis　a　type　4，　then　F（α）ニα．　Because，

if　F（α）〉α，　then　ill　F　there　is　a　Milltel’M　7’，　which　is　some　of　typc　1，20r　3，　such　that・ゾ（α）≠0．

Tllerefore，　by　Lemma　1．3，2．4　and　3．3α≦αcwhere　b≦αcand　c∈｛0，1／2，1｝η．　Therefore，

’）’⊆7’by　Lemma　5．6　and　5．7，　alld　t，hese　contradict　that　F　is　the　canonical　disjunct，ive　fol・II1。　This

completes　the　proof　ofもhe　lemlna．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Theorem　4　／ln3」α。．κ310gicノ～tnction　can　be　represented　b？」αcanonicαl　disj’ILncti2ノεノ「o　1・77’L，　and　it

is　determined　u吻uely／brα卿eπα一κ3」・gic加cti・n　r蜘0？吻オんθ・rder〔）f　the　7ninterrns）．
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　　P吋’L・t，　us　suPp・・e　F1－71＞…＞7。・11d遇＝t）・i＞．．．＞71・re　tw。　d冊，，e。t，an。。i，、l

disjlllictive　forms　of　allα一1〈S　logic　filllCtiOll，F（It　is　evident　frorn　tlle　above　discussions　tl1～しt　there

is　at　1・a・t・ne　c…1・i・・1・di・juncti・・f・・m・f　F）・N・w，　we　c・n　sllpP・・e　that　a　niinterln　7，xi、t，　ill

F1・b・t凸wit11・11t　1・…fg・ncrality．　N・t・tl・at，　i・the　p…f，　t，he　ea・h・ymb・1・Or’・ndツ〃il。pli，，

ll1響黙’｝，2麟i鴇！e「m・　and　the　symb°1s蜘d・”implythec・rre・p・・di・9・leme・t・

　　First・　・・s・umeツi・・typ・1・The・Fl（・）－F2（α）－11・y・L・mm・6，。nd　tlle，cf。，e　the，e　i，。

typ・1mi・term　7’in　F2・ll・h　th・t　7’（・）－1・By　Lemm・1ユtlli・ilnpli・・α≦。・・（。≠。’鉛rnl

the　ass　umpti・・）・1・t，he・il・il・・m・nl・e・，　the・e」・・typ・1・mi・term　7”i・F、　・u（lh　that　7〃（。’）－1，

a・d・cc・・di・gly　w・11・v・α’≦・α”by　Lemm・1．1．　Thc・ef・re，・≦α”implies　a〃≦Bα，i。ce　b。th

・・1・d・”・re　el・me・t・・f｛0，α，1／2，α’，1｝7㍉・nd　by　L・mm・5．17⊆7〃h。ld，．　This　c。nt，。di，t，

that　Fl　is　the　canonical　disjnnct，ive　f（）rm．

　　Second　assume　7　is　a　type　2．　Then　Fl（α）＝F2（α）＝βノ1）y　Lemma　6，　alld　therefore　tllere　is　a

type　2　millterm　7’ill　F2　sll（；h　that　7’（α）ニβ’．　By　Lemma　2．1　tllis　impliesα≦αα’（α≠α’from

the　assllmptiol1），　and　since　both・γand’）”are　botll　type　2　tlle　relationα≦αα’impliesα≦Kα’．

1・the・imil・・r　m・nner，　the・e　i・・typ・2・・i・t・・m　7”i・Fl　s・（lh　tl1・七7”（α’）一β’，　arld　by　L，mm、

2ユ・・db・tl，　tr’and・7”・・e　typ・2，　w・h・v・α’≦K・”．　The・ef・re　by　L・n・1・1・5．27⊆’〉’〃h。ld、，

alld　this　contradicts　that　FI　is　the　canonical　disjunct，ive丘）rm．

　　Third　assume　7　is　a　type　3，　Tllcn　F1（α）＝F2（α）＝1／2　by　Lelnma　6，　and　therefore　there　is　a

type　20r　type　3　minterm’yt　ill」F2　such　tllat　7’（α）＝1／2．　If　7’is　a　type　2，　then　by　Lemma　2．2

α△aat≠の（α≠α’fi’Olll　the　assmnption）．　Since　F1（α’）＝F2（α’）＝β’tllere　is　a　type　21ni1ユterm

7”i・F・such　that　7”（・’）一β’，・nd　therefo・e　by　L・mm・2．1・’≦。・”．　Acc・・di・gly　w・11。v，

7⊆Or”byα△・α”≠の・・d　L・mm・5・5，・nd　tlli・c・nt・・di・t・th・t　Fl　i・the　can・・i・al　di・j・n・ti。・

form．　lf’）”is　a　type　3，　tllell　by　Lelnma　3．1α’≦αα（α≠α’fbrm　the　asslllllptioll），　and　this

impli・・α’≦Kα・ince　b・th　7　and　7’・re　type　3．　Since　FI（α’）－F2（α’）－1／2　tllere　i・・typ，2

0r　type　3　minterm　7”ill　Fl　such　tllat　7”（♂）＝1／2．　In　tlle　similar　mamler，α’△αα”≠のand　dlis

leads　us　toα△αα”≠のwhen’）’”is　a　type　2，　and　moreover　whel17”is　a　type　3　we　haveα”≦Kα’，

that　is，α”≦KαTllerefbre，　by　Lemma　5，5　and　5．3　we　have　7⊆7”whether’）’”is　type　20r　type

3，and　tllis　contradicts　that　FI　is　the　canonical　disjunctive　fbrm，

　　Finally　assllme　7　is　a　type　4．　Then　Fl（α）＝F：～（α）＝αby　Lemma　6，　and　therefore　tllere　is　a

type　41nintermゲil1、配～such　tlla七”）”（α）ニα．　By　Lemma　4．1　this　impliesα≦αα’（α≠αノforln

tlle　assumptio11）ラalld　since　bot，h　7　and　7’are　type　4　the　rela，tio11α≦αα’impliesα≦Bα’．111

the　similar　nianner，　there　is　a　type　4　millterm　7”ill　FI　such　that　7”（α’）＝α，　and　by　Lemma　4．1

and　by　both’）”and”）’”are　type　4α’≦Bα”．　Tllerefore，　we　haveα≦Bα”，　that　is，　by　Lemlna　5．4

0r⊆7”，　Tllis　colltradicts　that　Fl　is　the　canonical　disjunct，ive　form．

　　From　tlle　above，　any　Ininterm　appearing　ill　Fl　also　appear　ill　F：～，　and　ill　tlle　similar　1）lallller　we

c，11）also　sllow　that　any　millterm　appearing　ill　F2　also　appear　ill　Fl．　Tllis　completes　tlle　proof　of

the　theOrenユ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

7．4 ACharacterization　ofα一KS　Logic　Functions

By　Theorem　3　tllere　is　a　one－to－one　and　onto　mapping　betweell　the　set　ofα一KS　logic　fmlctiolls　and

the　set　of　7－valuedα一KS　logic　f　lnctions，　whicll　are　de丘ned　a£al｝α一KS　logic　fimctiori　wl）ose　doinain

is　restricted　to　the　sct　V，T？，　that　is，　a　7－valuedα一1くS　logic　fullCt，ioll　is　a　func　t，　ioll　F：「レ7↓一→V7，

called　7－valued　fUnctioll　belowうrepresellted　by　a　logic　fbrmllla．　Obviously，7－vahledα一1〈S　logic

fllllctiolls　are　I）　ot　functionally　complete，　that　is，　it　is　impossible　tllat　every　7－valued　fullctiOI’1　call

Ilot　obtained　by　mealls　of　a　logic　formllla．　Of　course，α一KS　logic　fi111CtiOlls　are　not　functionally

complete　by　Theorem　1．　There　f（）re，　ill　the　sectioll，　we　discuss　a　necessary　and　sufficicllt　collditio11
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f…7－・・lued負ln・ti・1・t・b・・7－v・hledα一KS　I・gi・負mcti・・，・・d　tllen・h・w・・ece・・。，y　a1、d

suf丘cieIlt，　condition　for　　　　　　　　　　　　　　　　　afi111Ct，iOll　F：Vn→「V，　called（x・ll　illfillit，e－vahled　function　below，　to　be　all

α一1〈Sloglc舳nctiol1．

7．4．1　Necessary　and　SufHcient　Condition　fbr　7－Valuedα一KS正ogic　Functions

The　following　set　of　follr　collditions　is　a　necessary　and　suMcient　colldition　for　a　7－valued　fu　llctioll

to　be　a　7－valuedα一KS　logic　f㌔mction．

（・）a∈｛0，α，1／2，α’，1｝’”・implie・F（α）∈｛0，α，1／2，α’，1｝

（b）α∈｛0，β，1／2，β～1｝nimplies　F（α）∈｛0，β，1／2，β’，1｝

（c）a∈｛0，α，β，rSt）α’，1｝n　implies　F（α）∈｛0，α，β，β’，αノ，1｝

（のα≦αbimplies　F（a）≦α、F（b）

whereα，b∈V7n．

　Before　showing　tlla，t　the　set　of　Conditions（α）～（d）is　a　necessary　and　suf丘cient　condition　for

7－－valuedα一KS　logic　functions，　we　will　clarify　some　properties　of　7－vahled　functions　satisfying　the

conditions（α）～（d）．

（1）：7－valued　Functions　Satisfying　Conditions（a）～（の

　　Let　F　be　a　7－valued　hmction　satisfying　Conditions（α）～（の．　Then，　we　consider　specific　seven

subsets

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F－1（i）＝｛α∈v7nlF（α）－i｝，

whe・e　i＝0，α，β，1／2，β’，α’・・1・It　i・cl…that　F－i（の∩F－1（ゴ）＝の（i≠知・（l　i，ゴ∈V7）

and　U　F－1（の＝V7．　SuPP・・eαb・an　elem…t・f　F－1（1）（・・F－1（1／2）），　Then　any・1・ment

　　　｛∈v7

α’such　thatα≦αa「is　also　element　of　F－1（1）（or、F－1（1／2））holn　Condition（d），　Moreover，　if

αis　all　elelnent　of　F｝1（β’）　（or　F－1（α）），　then　ally　elenien　t，αノsllcll　thatα’≦α　αis　also　eleInent

of　F　1（β’）（or　F－1（α））ill　the　same　malmer．　Tllere｛bre，　the　subsets．F　1（1），　F－1（β’），　F－1（1／2）

and．F『1（α）ea，ch　forlll　partia、l　order　fillite　sets　collcerllillg　wit，h　the　relation≦α．　For　atlY　given．F，

the　sets　of　maximal　element80f　F－1（β’）alld　F－1（α），　each　denoted　by∂F－1（β’）a1ユd∂F－1（α），

and　the　set　of　minimal　elelnents　of　F－1（1），　F－1（1／2），each　denoted　by∂F　1（1），∂F－1（1／2），　are

uniquely　deterrnined，　respectively．

Lemma　7　Let　F　beα7－”α1ue4加伽π8α孟吻吻Oondz’tionsω～ω．　Then，オんεμ・ω吻
ω，（2ノ，（3？αη4ωんoJd．

　ピ1ノ∂F－1（1）⊆｛0，α，β，β’，α’，1｝η，

　（2ノ∂F－1（βノ）⊆｛0，β，1／2，β’，1｝η一｛0，1／2，1｝π，

　（3？∂F－1（1／2）⊆｛α，β，1／2，β’，α’｝n－｛α，β，β’，α’｝n，

　6θ∂F－1（α）⊆｛0，α，1／2，α’，1｝π一｛0，1／2，1｝n．
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．P呵’First・・pP・・eα一（・1・…，・・）i・・n・1e1・・e・t・f∂F－’（1），alld…ullle　ai－1／2飴r　s。。1e

　　　　，一・・n・Thell　by　Condition（のtlle　elementα’＝（α1，．．．，αト1，β（orβ’），α汗1，．．，，α，、）is　anz＝1
・lcme・七・f　F－1（・），・1・d・hi・c・・…di・t…α∈∂F－1（1）．　Theref・re，∂F－1⊆｛・，・，β，β’，。～1｝・

alld　it　has　been　shown　the　lelnlna（1）．

N・・tl・t・一（α1，…，・・）b・an・1eme・t・f∂F－1（β’），・・d・・pP・・e・、＝・飴・s・m・i－1，＿，。．

The・by　C・・diti・n（のthe　el・me・t・’一（・1，一・，・ト1，0，・・＋1，＿，・。）i…el・me・t・f　F－1（β・），

alld　tllis　colltradicts　toα∈∂F『1（β’）．　We　can　also（lerive　same　colltradiction　even　if　i＝αノ．

纏蕪蹴htaen｛1瀾ξ醤　議縮蟄8騰㌔鋼瓢9f
・・dit　ha・been・h・w・・the　lemm・（2）・1・tl・e・em・i・ing・as・・we　c・n　p・・。・in　the、imilar　ln。nn，，．

■

Let　define△F－1（1），fts　the　set

△F『1（1）一｛b・｛・，α，1／2，・’，1｝nl・∈∂F－1（1）・・d・≦1・・b｝，

then　we　can　show　the　following　lemma．

L・mma　8五・伊わ・a　7－valued　function・α助吻0・nditi・・ω～ω。
αnd・吻ザムF『1（1）≠θ．

　　仰εpro・f　is　omitted？

Then∂F－1（1）≠oザ

Lemma　9五e孟Fひeα7－vα1？Led　f？Lnction　satisfying　Conditionsω～ω．写F（α）ニα’，　tんεπ伽7・ε

i・α・・厩・飴・ノムF－1（1）…c励・t・≦。c・wh・r・・b≦。　c・・nd・∈｛0，1／2，1｝・，

　　P7・oof：By　F（α）ニα’we　obtain　an　elenient　c　of｛0，1／2，1｝n　such　thatα≦αc，　an　by　Condition

（α）and（のit　has　to　be　F（c）＝1．　Tllerefbre，　we　can　find　an　element　b／of∂F　1（1）such　that

b’≦αcl　that　is，　there　is　all　element　b　of△F－1（1）sllch　that　b’≦1くb．　Tllis　implies　b≦αc，　alld

we　have　been　shown　the　lelnma．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

（II）：Proofs

　In　this　section，　we　will　show　that　the　set　of　Collditions（α）～（のis　a　necessary　and　suf且cient

colldition　fbr　a　7－vahlcd　filllCtiOll　to　be　a　7－valuedα一1〈S　logic　fullCtiOll．

Theorem　5∬Fisα7－valued　a－KS　logic　function，　then　F　isα7－vαlued　function　satisX？Jing

Oonditionsω～rの，

Proof：・It　is　evident　h・om　the　de且llition　of　each　operatio11（・，〉，～，「）and丘℃m　Theorem　3．■

Theorem　61アFisα7－vαlued　f？Lnction　sαti・sfying　Conditionsω～ω，オんen　F　isα7－valued

α一KS　logic　function．

　　Proof：For　any　given　7－valued　flmction」F　satisfying　Conditions（a）～（d），　we　will　be　able　to

construct　a　7－valuedα一KS　logic　fi111ctiOII　represel1七ing　F．　Let　Fi（i＝1，2，3，4）be　a　logic　foi’inula

constructed　by　the　disjunction　of　all　minterms　of　type　i（i＝1，2，3，4）corresponding　to　all　eleinent，s

of△F－1（1），∂F－1（β’），∂F－1（1／2）and∂F－1（α），respectively（We　can　always　collstruct　eacll　tyl）e

of　minterms　of　Fi・（i・＝1，2，3，4）fi・om　Definition　9，10，11，12　and　Lemma　7）．　The1ユ，　we　cali　show

tllat　Ff＝F1＞F：～V．F3　V　F4　and　F　are　equivalent　7－valued　fullctiolls　as　follows．
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　　（1）Sl1PP・・e　F（・）－1・Tl・e・，　there　i・・n　eleme・t・’∈∂F－1（1）・u・h　tl、、t。’≦。α，　th。t

is，　we　h・v・・n　elenient　b∈△F－’（1）・u・h　th・t・’≦・b．　Tlle・el・ti・ns・・≦。α。。d。’≦。　b

implyα6αbsinceα’∈｛0・α・β，β’，α’，1｝n　and　b∈｛0，α，1／2，αノ，1｝ηby　Lemma　7，1乏md

theρ・且・iti・n・f△F－’（1）・The・ef・・e，　by　Lc・inia　1．・w・・bt・i・7（・）－1・where　7　i、　t，he　typ、，

lh辮講瀦≠？1部1亀灘1傑）1耐；儲冨灘翻d藁1撫l
bto’γwe　obtainα≦‘セ　　　　　　　　　　　　　　　　　b　by　Lemm・1・1・0・tl・e・ther　l1・・d，　there　i・an　eleme・t・’・f∂F－・（1）

瀧1齢｝1舗1，島蹴習獣繍職宅1雛辞蹴；野b・
　　（2）S・PP・・e　F（・）一・’（i・thi・c・・e，　Ff（・）≦・’食・1n　the・b・v・di・cu・・i・ns）．　Tlle。，　the，e　i、

・ne1・mc・t　b・△F－’（・）・・ch　th…≦・c貸・m　L・mma　9，　wllere　b≦。　c・・d・∈｛・，・／2，1｝・．

The・ef・・e，γ（・）－1・・α’f・・the　mi・term　7・…e・P・・dillg　t・b・fr・m　Lemm・1．3．ツ（。）－1d。，e

腿唆1鴇蹴謙器1｝。謙1膿翻1翻灘麟蹴
Therefore，　fo・the　elenie・t　b・・rre・p・ndillg　t・7w・h・v・α≦。　c・where　b≦。　c・11d・∈｛0，1／2，1｝・，

Thus，　F（α）＝10rα’．　　　　　　　　　　　　　　　　　F（α）＝1dose　llot　hold　froln　dle　above　discussions．　Thercfbre，　we　have

F（α）＝α’．

　　（3）S・PP・・e　F（α）一β’（Ff（α）≦13’　fr・m　the　ab・v・di・cu・si・・ls），　Then，　t｝1e，e　i、。。　element

b∈∂F－1（β’）sllch　thatα≦αb．　There　fore，7（α）＝β’for　the　millterlll　7　correspolldillg　to　b　froln

Lemma　2・1・Tllus，　we　have　Ff（α）＝β’・Convcrsely，　supPose　Ff（α）＝β’（F（α）≦β’鉦om　tlle

above　discussions）．　Then，　there　is　a　lnillterm”）’in　F2　sucll　that　7（α）＝β’，　Therefbre，α≦αbfbr

the　eleme1・t　b　c・rresp・ndi・g　t・7・fr・m・L・mma　2．1．　Thu・，　we　hav・F（α）＝β’．

　　（4）Suppose　F（α）＝1／2（Ff（α）≦1／2　ffom　the　above　discussions）．　Then，　there　is　an　elelnent

b∈∂F“1（1／2）・uch　th・t　b≦・α・The・e・f・re，’）’（・）一・／2　f・・tlle　mi・t・・n・7・・rre・p・。di。g　t。　b

fr・m　Lemm・3・1・Tl・us，　w・11・v・Ff（・）＝1／2・C・nversely，・upP・・e　Ff（・）－1／2（F（・）≦1／2

from　the　above　discussions）．　This　implies　at　least　one　of　the　following　ca8es．

　　（1）Tllere　is　a　millterl：n’）’ill　F2　sucll　that　7（α）＝1／2，0r

　（II）There　is　a　millterIn　7　ill　F3　such　that”）’（α）＝1／2，

First　suppose（1）holds，　thenα△αb≠のfrom　Lemma　2．2．　Let　c＝α△αb，　that　is，　c≦ααalld

c≦αb．Thell，　F（c）＝β’sillce　F（b）＝β’，　Therefbre，　F（α）＝1／20rβ’，1）ut　F（α）＝β’dose

Iloしhold　f士om　the　above　discussions．　Thus，　we　have　F（α）＝1／2．　Next，　suppose（II）holds　thell

b≦ααfol－the　element　b　corresponding　to　7　fi’0111　Lemma　3．1．　Therefbre，　we　have　F（α）＝1／2．

　　（5）Sllppose　F（α）＝β（Ff（α）≦βfi’om　the　above　discussions）．　Then，　tllere　is　all　elemellt　b

of∂F－1（1／2）such　that　b≦a　c　whereα≦αcalld　c∈｛0，1／2，1｝n．　Because，　fbr　the　element　c

such　thatα≦αcand　c∈｛0，1／2，1｝η，　we　llave　c∈F－1（1／2）and　therefore　there　is　a　milllmal

element　b∈∂F－1（1／2）sllch　tllat　b≦αc，　Accordingly　there　is　a　millterm　7　in．F3，　whicll　is　the

correspolユding　millterm　to　b，　such　thaし’）’（α）＝βor　1／2　by　Lemma　3．3，　and　7（α）＝1／2，　however，

does　no　t，　hold丘onl　tlle　above　discussions．　Tllus，1『／（α）＝β．　Conversely，　suppose　1「∫（α）＝β

（F（α）≦βfrom　the　above　discussions）．　Then，　there　is　a　milltcr1117ill　F20r　F3　such　that

7（α）＝β，and　therefore　by　Lelnnla　2．40r　Lemma　3．3　we　haveα≦αcwhere　b≦αcand　c∈｛0，

1／2，1｝ηfor　the　corresponding　element　b　to　7．　Since　c∈。F－1（1／2）wc　obtaill　F（α）＝β，1／20rβ’，

and　F（α）＝1／20rβ’，　however，　does　not　hold　fヤom　tlle　above　discussions．　Tllerefore　F（α）ニβ、

　（6）Suppose　F（α）＝α（Ff（α）≦α丘oln　the　above　discussions）．　Then，　there　is　aII　element

b∈∂F－1（α）snch　tllatα≦αb．　Therefbreッ7（α）＝αby　Lemlna　4．1　for　the　correspolldillg

millterm　7　to　b，　alld　this　implies　j『f（α）＝α・Conversely，　sllPpose　Ff（α）＝α（F（α）≦αfrOlll

tlle　above　discussiolls）．　Thell，　there　is　a　millterm’）’in　F4　such　that　Or（α）＝＝α，　and　bc　Lemma　4．1

α≦αbfbr　tlle　corresponding　elemellt　b　to　7．　Therefbre　F（α）＝α．
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R・in　t，he　ab・v・w・h・v・t・hat　F（・）＝Ff（・）f…ny・lem・・t・・f略・・d七hi・c・mpl・t，、　tlle

proof　of　the　theorein・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

E・・h・ne・f（・）～（d）・・n　n・t　d・・i・・fr・m　the　re・伽1irlg・・nditi・1・s，・ince　e・・h　th・f・ll・wi。g

fUI）CtiO1）Fi・（i＝　α，　b，　　　　　　　　　　　　　　　　cor　d）of　Table　7．3　is　all　example　sa七isfying　three　coIlditions　except　fbrゴ．

T・b1・7・3・E・・mpl・s　Sh・wi・g　Ind・p・nd・nce　aln・・g　C・・diti・n・（・）～（d）

ω 0
α β 1／2 β’ α’ 1

凡ω β β β β β β β
凡＠） α α α α α α α

凡＠） 1／2 1／2 1／2 1／2 1／2 1／2 1／2

瓦，＠） 0 1 0 0 0 0 0

7．4．2　Necessary　and　Su冊cient　Condition　fbrα一KS　Logic　Functions

The　following　set　of　five　conditions　is　a　necessary　and　suMciellt　condition　for　an　in丘nite－valued

fl111ctioll　to　be　allα一KS　logic　fullct，iOll，　Howcver，　these丘ve　condit，ions　are　llot　independent　to

each　other．　Therefbre，　in　tlle　sectiolユ，　first　we　sllow　tlle　proofs　for　the　necessary｛md　sul田ciellt

condition，　and　next　discuss　the　relationship　among　these　five　conditions，

（A）α∈｛0，α，1／2，α’，1｝nimplies　F（α）∈｛0，α，1／2，α’，1｝

（B）α∈｛0，β，1／2，β’，1｝nimPlies　F（α）∈｛0，β，1／2，β’，1｝

（0）α∈｛0，α，β，β’，α’，1｝nimplies　F（α）∈｛0，α，β，β’，α’，1｝

（D）α≦αb　implies　F（α）≦αF（b）

（E）F（・）εδ一F（π・・）f…、・y・・。dδ，uch　th。・・〈，≦。＜δ≦・／・

whereα∈vn．

（1）：Proofs

Lemma　10　Lεげδ8απ醐傭8－valued加ction．　ij　F　satisfies　Condition　（E？，　then　F　also　sαtisfies

tんat　F（α）isα7Z　element　Oゾ巧ωんeneverα∈V7n．

P…μ・t・ss・m・thatαi・an　eleln・nt・岬・uc1・that　F（・）断．　The・α一aεδ　f・rε一α

a。dδ一1／2。　There飴，e，　w，。b・。i。　F（。）－F（五・6）－F（。）εδ∈巧f。，ε一αa。dδ一1／2丘。ni

Condition（E）．　This　contradicts七〇the　aussumPtiOII　F（α）≠V7n，　and　we　complete　the　proof　of　the

lemma，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　腫

Theorem　7　1アFis　anα一・KS～ogic　f？tnction，　then　F　isαn　in／inite－val？Ledノ冠γLc海oπsatisノψη9　Con－

dition（Aノ～（E？．
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　Proof．t　It　is　evident　ffom　the　de且11ition　of　each　operatiolls（・，〉，～，「）alld　Theorem　l　alld

Theorem　3．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Th・・rem　8　ij　F　i・α厄珈オ・－v・」・・碗幡…atisfyin9　C・傭伽μノ～r司，オん，。ハ、。。

α一KS　logic　funct．ion，

P瞬By　L・mm・10・・d　C・n（liti・n（E）・F（・）∈V・　whe・ev・・α∈V，n．　Theref・・e，　the，e　i，。

1・gi・f・rm・1・恥・1・h　th・t　F（・）－Fa・（・）f・…y・1・m・・t・・f　V，・・by・The・rem　6．　The。，　we　c、。

P・・v・that，　F（・）＝Fa（・）f・…y・1・m・nt・・f四・el・w．　L・t・11PP・・e　F（b）≠Fa（b）f。r　s。m，

element　b　of　YTi－W1．　This　implies　at　least　one　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）F（b）＞F。（b）・・（2）F（b）＜Fa（b）

辮・c監（1）・・（2），we　c・n・lw・y・fi・・d…dδ（0〈・≦αくδ≦1／2）・u・h　th・t雁by　The・・em　2・・d　C・・di・i・n（E）F（b）ε6－F（ず6）≠Fa（ガ6）－Fa（b）E6．）ll1重

…t・・di・t・th・t・・7（・）－Fa（・）f・…y・1・m・・t・・f理・i1・ceげ‘∈W・．　Thi，　c。1npl，七，、　the　p，。。f

of　the　theorem．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

（II）：Relationship　among　Conditions（A）～（E）

　Condit，ion（A）～（D）are　llot　independent　to　each　other，　since（A）and（D）are　derived　from

（E）．In　this　section，　we　will　show　the　above　relations．

Theorem　9　Let　Fδεα初頑磁ε一”α1πε4μη襯oπ．写F5漉3ガe3　Condition（Eノ，　tんen　Fα150

satisffes　Oondition　（Aノ．

　Proof：By　Condition（E）and　Lemma　10，　F（α）∈V7　holds　f（）r　any　elementα∈η1．　Suppose

that　b　is　an　elelnellt　of｛0，α，1／2，α’，1｝n　such　that　F（b）≠｛0，α，1／2，α’，1｝．　This　implies　that

F（b）・V7－｛・，・，・／2，・’，・｝一｛β，β’｝・・d　b－Seδ　f・…y…dδ・uch七h。・・＜，≦。＜δ≦・／・．

Theref・re，・F（b）－F（TbEδ）－F（b）εδh・ld・f…ny。・ndδ（・〈，≦。＜δ≦・／・）．・。、he。，her

　　　　　　　　　　　　　　　εδ
hand，　we　obtain　F（b）　＝1／2　forδ＝βalユd　O＜ε≦α，　and　this　completes　the　proof　of　the

theorem．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
L・mma　11五ε孟α＝（・1，…，α。）・nd・b＝（b1，…，δ。）be・elements・ノ陛・u・h・that・a≦。　b．　Tん・n，

tん・r・　exist　an　e～e・nent・t＝（t1，，．．，tn）・ノyηαnd・・n・tants　el，ε2，δ1　and・62　、U，ん翻α＝le　1　b’1

・nd・b－r262ω厩0くε1〈・，≦α〈δ、≦δ1≦1／2，

　Proof：Byα≦αb，　ai≦αbi　llolds　fbr　any　i＝1，＿，n．　This　ilnplies　one　of　the　fbllowillg

relations　holds　fbr　any　i．

　　　　　　　　　　　　　　（1）α｛＝bi，　　　　　　　　　　（2）αぜ＝αand　biニ0，

　　　　　　　　　　　　　　（3）ai＝βorβ’and　bi＝1／2，0r　（4）αi＝α’and　biニ1．

（1）is　a　trivial　c（tuse．　When（2）holds，　in　order　to　exist孟‘sucll　that証161識αalld琵2δ2＝0，　the

relationsε1≦ti≦αa皿d　O≦ti＜ε2　have　to　be　held，　and　therefbre，　we　have老ゴ1δ1＝αalld

孟1262一伽・・ny　ti　such七11・tε1≦ちくε2．　Wlle1・（3）h・ld・，　in・・d・・t・・xi・tオ、　sucll　th・t葦1δ1＝β

orβ’and穿2δ2＝1／2，　the　relationα＜ちくδl　whell葦1δ1ニβor　1一δ1＜ti〈1一αwhen

壽lll：拶2輪綴1翻1聖e鵬1贈、糠㍗灘認ご1h瀞卿
・nd葦・6・＝lf…nyオ、　s・ch　th・tε1≦ti〈ε2　il・tl・e・imil・・m・lme・．　Thi・c・lnpl・tes　the　p…f

of　tlle　lemnia、．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
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6・響灘留，繍、arli：i黙s振α1矯潔隷’V，，繍∵牌1鰍

then　thi・implies　O≦bi＜・，・・d　the・ef・re，　by・i≦。　b・　w・h・v・0≦bi≦・i≦α．　Acc・・di・gly，

がδ一…αh・ld・，・h・・i・，　w・・b・・i・亦6≦。瓦εδ．　If瓦εδ一・，　the。　tlli、　in、pliesε≦bi≦α，

翻讐器儲黙歪孟i撤、濃灘鰍｛謡㍊豊潔瀦：
α〈δごくαゴ≦1／2・Accordingly可εδ＝βor　1／2　holds，　tllat　is，　we　obtaill　aヂ6≦α瓦εδ．　For　the

reln・i・i・9・・…，we　c・n・1・・P・・v・αジδ≦、わ軒δi・・the・imilar　m・nner．　Thc，ef。re，　w，　hav，　bee、、

s11
ﾕ，贈躍躍禦理5，、1、y，。ndδ，。ch，止1。、。〈。≦α＜δ≦1／2．δ一、／2．　We

can　assume　without　loss　of　gellerality　tllatα≦αbnever　holds，　Tllis　implies　that　tllerc　exi8ts　at

least　one　i＝1，…lnsllch　that　ai≦αbi　llever　llolds，　that　is，　one　of　the　following　rela七ions　has　to

be　lleld．

（1）　αiand　bi　are　not　coillparable　to　each　otller，　or

（2）　bi≦ααi　and　ai≠bi．

If（1）h・ld・，・hen㎡δ鋤d瓦εδ・・e　n・…mp。，abl，　t。，。，h。・her・f。，。。y，、u，1、　tlla、。〈，≦α

alldδ＝1／2，　and　this　contradicts　to　the　assuMPt，iOll，　Nex七，　suppose（2）holds．　If　O≦ai〈bi≦α

…一α≦bi＜・・≦・，　the・we　never　h・v・ず’6≦。房’6　f・・a・yδ・・cll　that・〈δ≦1／2。。d

・’＝mi・（・”，1－・”）whereε”一（・汁b・）／2・Ifα〈わゴ〈・・≦1／2・・1一α〈bi＜・、≦1／2，　the・

w・・1・…v・・11・v・可・8≦。房6’f・…yεsllch　th…＜，≦＿dδ’－mi11（δ〃，1一δ〃）where

δ”＝（砺十わゴ）／2．Therefore，　we　have　been　shown　the　latter　half　of　t，he　lemma，　alld　this　completes

the　proof　of　the　lemma．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

Lemma　13五e‘α＝（α1，＿，α。）beαn　element｛ザV「παnd　fi，ε2，61αnd　62δe　constαnts　such

thαt　O＜ε1≦αくδ1≦1／2　and　O＜ε2≦α＜δ2≦1／2，　respectively．　Thenε2≦αε1　andδ2≦αδ1
吻～y～’a・f・6・≦。πε・6・．

　Proof：’Byε2≦αε1，we　have　Oくε1≦ε2≦αor　1一α≦ε2≦ε1＜1，and　moreover　byδ2≦αδ1

we　also　haveα〈δ2≦δ1≦1／20r　1一αくδ2≦δ1≦1／2．　Therefore，　these　collditiolls　satisfy

可ε1δ1≦α函ε262for　any　ai∈V．　This　completes　the　proof　of　t，he　lelnma．　　　　　　　　　　　■

Theorem　10　Let　F　be　an　infinit．e－valued　frLnction．写Fθα蓄岬e3　Condition（Eノ，　then　Fαlso

satisfies　Conditionρノ，

P。。。f、　S。PP。、e。。。d　b，1，me。t、。f　y・such　tl、。t。≦。　b．　Then，：a・・6≦。石εδh。ld、　f。，。11y。

andδ（0〈ε≦α〈δ≦1／2）fi℃m　Lemma　12．　Therefore，　there　exist　an　eleinent　t　ofレηand
ε1，，、，δ1。ndδ、（0〈ε1＜。、≦。＜δ、≦61≦1／2）・u・h　tl・・tπ・・一ず1㌔・d万ε6一τε・δ・丘・m

Lemma　11．　Then，　we　obtain　the　followillg　relations　h・om　Colldition（E）．

F（。）ε6－F（－a・δ）－F（iE16i）一可161，

F（b）εδ一F（ガδ）－F（ヂ・δ・）－F（t）ε262，
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for　anyεandδ（0＜ε≦α＜δ≦1／2）．　Tllus，　F（α）≦αF（b）holds　from　Lemma　12．　Tllis

completes　the　proof　of　the　tl｝eorem．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

E・・h・ne・f（B），（0）・nd（E）・・n　n・t　d・・i・・fr…the　remai・i・g　tw・…diti・n・．　Bec。use，　it

is　evidellt　tllat　FB　of　Figure　7．4　sat，isfies　Condition（0）but　not（B），　and　we　can　show　it　also

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7a：e6∈V・f…ny・∈V・nd　a・y・・nd　6（0〈・≦・＜δ≦1／2），。ndsatisfies（E）as　fbllows．

・b・i・usly　F・（互ε6）一・・W・・1…b・・i・F・（・）ε6　f・…y・∈V・・d。。yεandδ（・〈。≦α＜δ≦

1／2）・ince　F・（・）一αf・…y・lem…t・∈V・The・ef・・e，　we・ecessa・y・・n　n・t　deri。・（B）肋m

（0）and（E）．

　　Next，　Fc　of　Figure　7．5　is　all　example　sat，isfying（B）and（E）but　llot（0），　Because，　it　is

・・ide・t　it］・・ti・且・・（B）b・t　n・t（0）・1・the・i…il・r　m・nner，　w・・bt・i・Fc（d・6）－1／2　f・・…y

・∈y皿d・・y…dδ（・く・≦αくδ≦・／2）．A1・・繭6－・／2　f…ny。∈V。nd。。y。。nd

δ（0〈ε≦αくδ≦1／2）sillce　FC（α）＝1／2　for　any　elementα∈レ，

　Finally，　FE　of　F三gure　7．6　is　all　example　satisfying（B）and（0）but　noむ（E）．　Because，　it　is

臨瑠艶（B）・nd（0），0・th・・the・1・・nd，　whenδコβ，　F。（βε6σε6　－O．There飴re，砺d…n・t・・ti・fy（E）．）ニFE（1／2）＝1／2・nd

馬（x）

1／2

ﾀ
α …

0 α　　　β　　1／2　　α’　　β’　　1

Figure　7．4：An　Example　Satisfying　Only　Conditions（0）and（E）

7，5 Conclusions

In　tlle　ch　ap　t，er，　we　disc　lssed　80me　properties　ofα一KS　logic　fullCt，iOlls．

　As　compared　with　the　discussions　of　previous　chapters，　the　fbllowing七wo　poillts　are　lacks　of

discussions　in　tlle　cllapter：minimization　ofα一KS　logic　funct，iong，　and　the　lmmber　of　n－variable

α一KS　logic　fi111CtiOlls．　Therefore，　these　are　still　open　problems，　However，　our　postlllation　is　that

tlle　nuinber　of　n－variableα一KS　Iogic　fullct，iolls　is　represellted　ill　the　terlll　of　lllollotol）e　Boolean

functions　and　B－ternary　logic　fullCt，iOlls．
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　　　　　　Fc（x）

Figure　7．5：An　Example　Satisfying　Only　Conditions（B）and（E）

　　　　　　F，（x）

　　　　　1／2　　　－一一一一一一一一一一。。。一一●

　　　　　β

　　　　　α

1／2

：

β ：
：
：

言
α ：

：
8

0
α β 1／2 α’ β’ 1

　　　　　　　　　　　αβ1／2αβ’

Figure　7．6：An　Example　Satisfying　Only　Conditions（B）and（0）
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Chapter　8

Conclusions

Thi・disse・t・ti・n　s1・・ws　s・m・p・・perti…f・・e・・i・gf・1・peci・1・1・・・…fm・ltiple－val・・d　1・gi・

fullctiolls，　especially，　some　mathematical　aspects．

Ch・ptcr　5　d・・crib・d　Klcen…負1ncti・n・whi・h　are・n　effe・ti・・me・1・s　t・treat・mbig・i七y、　Klee．

・e・・負1ncti・ns・・e　ln・ltiple－・・hled　l・gi・filllCti・ns　d・丘ned　by・・te・di・g　the　c・・diti・n・f　R・pre－

se・t・七i・11・f・R・g・1・・Tern・・y　L・gi・F・rmula，　whi・11　i・・ne・f　tl・e　c・・diti・ns・f・eg・1・・ter…y

l・gi・且1ncti・ns・W・1・・ve　m・・e　tw・di飾re・t　ki・ds　c・nditi・1・s　in　rep・esc・ti・9・eglll・・t・・…y1・gi・

ftlllCtiOllS，　arL　　　　　　　　　　　dthere　f（）re，　extending　into　multiple－vahled　of　tlle　I’emailling　two　conditions，　that　is，

Regularity　alld　Monotonicity　of　Ambiguity，　are　fしlture　problelns．

　　111Chapter　5，　we　described　some　properties　of　Stone　logic負1nctiolls，　which　are　defilied　as

負lzzy　logic　fullctions　1）ot　having　tlle　unary　operation～by　r．　In　a　series　of　inultiple－valued

logic　functions　taking　tlle　opcrations　min，　ma・x　and　（1－），　for　illst，・11）ce　fuzzy　Iogic　fill1CtiOll　and

Kleenean　fullCtiOllS　alユd　so　oll，　they　each　forlns　all　algebraic　system　called　a　I〈leene　algebra．

However，　the　set　of　Stone　logic　functions　fbrms　a　St，one　algebra　whicll　is　differellt　f立・om　a　Kleene

algebra．　Therefbre，　Chapter　5　treats　a，　new　class　of　multiple－valued　logic　funCt，iOII　besides　the

models　of　I〈1eene　algebras．

　　Ch　ap　t，　er　6　treated　Kleene－Stollc　logic　functions，　Kleene－Stone　logic　fullCtiOlls　are　defined　as

fuzzy　logic　functions　with　tlle　unary　operatioll　r　eniployed　in　St，one　logic　fulコctiOlls．　As　mentioned

ill　the　introduction　of　Chapter　6，　Kleene－Stone　logic丘mctions　llave　a　connection　with　mod乱110gic

closely．　Tlle　illvestigations　of　the　relat，ionship　betweell　Kleene－St（）11e　logic　fullctiolls　and　modal

logic　are　int，eresting．　We　discussed　inininiizat，ion　for　Kleene－Stone　logic　functions．　The　nniniinal

forlns　are　defined　in　tlle　terms　of　tlle　lmmber　of　literals，　and　we　denoted　all　algoritllm　derivirlg　a

niininial　form　of　a　given　I〈leene－Stone　logic　functions　and　the　algorithm　is　described　in　the　terms

of　prime　implicants．　However，　all　millimaユforllls　of　a　given　Klecne－Stolle　logic　fullCtiOll　generally

can　not　be　represellted　by　the　terlns　of　prilne　implicallt　ollly，　and　tllerefbre，　it　can　llot　derive

all　of　the　minimal　fbrms　of　a　given　Kleene－Stolle　logic負mctio1L　Finding　a　new　algorithm　wllich

ellables　us　to　take　all　of　the　111illilnal　forln　of　any　givell　Kleene－Stone　logic　fullCt，iOlls　is　all　open

problem。

　　Chapter　7　dis　cussedα一KS　logic　fullCtiOlls．　They　are　defined　as　multiplc－valued　logic　fullCtiOlls

obtlained　by　extending　the　operatioll　r　of　Kleene－Stone　logic　fullCtiOlls．　The　investigations　for

α一KS　logic　flmctiolls　can　easily　lead　us七〇tlle　studies　of　fuzzy　logic　fullCtiOlls　withα一　c’ut　operator

cutα：［0，1｝→｛0，1｝defined　below．

c・t・（x）一 o1髭訟

whereα∈［0，11．α一c？Lt　operator　is　a　typlcal　one　of　fuzzy　set　theory，　and　therefore，　the　illvesti，
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gati°ns・f魚zzy　l・gi・魚・・ti・n・w童th仔・刎・perat・・will・1…the　tlle・・y・f負、zzy、et　witl1伴，。t

operator．

Finalいhe・uth・・h・P・・hi・inv・・tig・ti・1・s　will　b・help長11鉛・tl・e　d・v・1・Pln・nt・f　m。ltiple－

vallled　logic　and　fUzzy　set　tllcory．
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