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内 容 の 要 旨

1 本研究の問題意識と目的

私の専門分野は可換環論であって,主要な関心は環の内

部構造解析にある。

可換環論とは，数や函数などの集合のように加減乗除

という四則のうち加減乗を自由に行うことができる世界

の構造を，主にこれら 3つの演算を手掛かりに統一的に

理解し，解析しようとする数学である。このような数学

的構造は整数論や解析学では自明に付与されるが，数理

科学の世界でいろいろな場面に共通に登場する「可換環」

という構造を抽出し，現象のある部分を統一的に理解し

て得られる情報を提供することが，可換環論の使命であ

る。可換環論は代数学の一分野であるが，可換環論の背

後に幾何学が潜んでいることは注目に値する。実際，代

数多様体の座標環は典型的な可換環である一方で，いか

なる可換環もある代数多様体上の正則函数の集合とみな

すことができる。このように，可換環論は代数学と幾何

学の双方を支点として成立する新興の学問分野であるが，

環構造論には環構造論に固有の美意識と問題意識があり，

その美意識が可換環論を深化発展させる原動力となって

いる。

歴史を紐解けば，可換環論は 19世紀末に不変式の研究

を通してD. Hilbertによって創始され，E. Noether女史

により大きく展開された。20世紀中頃，J.-P. Serreがホ

モロジー代数学を導入・駆使し，環の内部構造を外部表

現に帰着させるという革命的手法を提示してから飛躍的

な発展を遂げ，現在に至っている。20世紀から 21世紀に

かけての 60年間に，不変式論，代数的整数論，位相幾何

学や代数幾何学，表現論，組合せ論などから問題と手法

を獲得しつつ，環と加群の Cohen-Macaulay性解析を中

心に急速に発展・整備されてきた。現在ではこれらの分

野における基本言語の 1つとなっている。

現代可換環論の研究分野は多岐に渡るが，本論文の

課題は高次元 almost Gorenstein環論の整備と展開にあ

る。1997年，解析的不分岐な 1 次元局所環に対して，V.

Barucci と R. Fröberg ([1]) によって導入された almost

Gorenstein 環論の背後には，非常に多様かつ豊富に存在

する非Gorenstein Cohen-Macaulay環の階層化と分類と

いう，可換環論の大目標がある。Gorenstein環は美しい

対称性を持つ Cohen-Macaulay 環であるが，不変式論，

代数幾何学，組み合わせ論など関連分野で出会う様々な

Cohen-Macaulay環は，Gorensteinでないことが少なくな

い。Gorenstein環ではないが，Gorenstein環に次いで優

れた構造を持つCohen-Macaulay環，即ち almost Goren-

stein環とは如何なる存在であるべきか，という視点から

の環構造解析とそれに基づく新分野の開拓は，可換環論

における喫緊の課題の 1つである。可換環論のみならず，

関連分野の発展にとっても Cohen-Macaulay環の魅力的

で発展性のある新しいクラスが提示され，解析されるこ

との意義は非常に大きい。既に 2013年に，明治大学の後

藤四郎教授を中心に almost Gorenstein環の枠組みが解

析的不分岐とは限らない 1次元 Cohen-Macaulay環に対

して定義され，豊かな理論が展開されている ([2])。

本論文の目的は，almost Gorenstein 環の理論の高次
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元化とその展開にある。本論文では，一般次元の Cohen-

Macaulay局所環・次数環に対して，almost Gorenstein性

の定義を提示し，基盤となる理論を展開する。また，可換

環論のみならず特異点論においても重要な研究対象であ

る Rees代数の環構造に着目し，その almost Gorenstein

性解析を行う。

2 本研究の構成ならびに各章の要約

第一章では，高次元 Cohen-Macaulay環に対して，al-

most Gorenstein性の定義を下記のよう提示し，基礎理論

の整備を行う。

Definition 2.1 (Definition 1.1.1). (R,m) は Cohen-

Macaulay 局所環とし，R の正準加群 KR の存在を仮定

する。このとき，Rが almost Gorenstein局所環であると

は，次の R-加群としての短完全列

0 → R → KR → C → 0

であって，等式 µR(C) = e0m(C)なるものが存在すること

である。但し，µR(C)は C の R-加群としての極小生成

系の個数，e0m(C)は C の mに関する重複度を表す。　

Definition 2.1から，Gorenstein環はalmost Gorenstein

環である。一方で，Rの次元が 0であれば，逆も成り立

つ。もしも C ̸= (0)ならば，C は次元が d− 1の Cohen-

Macaulay R-加群である。但し，d = dimRとする。さ

らに，剰余体 R/mが無限ならば，等式 µR(C) = e0m(C)

は，mC = (f2, f3, . . . , fd)C となる f2, f3, . . . , fd ∈ mが

存在することと同値である。従って，B. Ulrichによると，

C はmaximally generated Cohen-Macaulay R-加群とな

る。そこで，本論文では，このような加群 C をUlrichと

呼ぶことにする。

Definition 2.2 (Definition 1.2.1). (R,m)は Noether局

所環とし，M ̸= (0)は有限生成R-加群とする。このとき，

M が Ulrich R-加群であるとは，M は Cohen-Macaulay

R-加群であって，µR(M) = e0m(M)であることを言う。

特に，M の次元が 0である場合には，M が Ulrich R-

加群であることと，M が R/m上のベクトル空間である

ことは必要十分である。

即ち，almost Gorenstein環 Rは必ずしも Gorenstein

環ではないが，Rはその正準加群 KR に埋め込まれてい

て，差異KR/RがUlrich加群であるという制御可能な良

い性質を持つものを言う。

Almost Gorenstein環の例は豊富に存在する。例えば，

数値半群環が almost Gorensteinであることの必要十分条

件は対応する数値半群が almost symmetricであることで

ある。本論文において，現在知られてる有限表現型Cohen-

Macaulay局所環や2次元有理特異点が almost Gorenstien

であることが示されている。

第一章の目的は，almost Gorenstein環の基本的な性質

を明らかにすることにある。また，多くの 1次元の結果

の高次元化を与えている。次の 2つの定理は，それぞれ

[2, Theorem 3.11, Theorem 6.5]の自然な拡張と捉えるこ

とができる。

Theorem 2.3 (Theorem 1.1.3). (R,m) は Cohen-

Macaulay 局所環，d = dimR ≥ 1 とし，剰余体 R/m

は無限とする。I (̸= R)は Rのイデアルで，R-加群とし

ての同型 I ∼= KR を仮定する。このとき，次の 2条件は

同値である。

(1) Rは almost Gorenstein局所環である。

(2) R は巴系イデアル Q = (f1, f2, . . . , fd) であって，

f1 ∈ I かつ m(I +Q) = mQなるものを含む。

Theorem 2.4 (Theorem 1.1.4). (R,m) は Cohen-

Macaulay 局所環，d = dimR ≥ 1，R の正準加群 KR

の存在を仮定し，剰余体R/mは無限とする。p ∈ SpecR

を R/pが d− 1次元の正則局所環をなすよう選ぶと，次

の 2条件は同値である。

(1) Rは almost Gorenstein局所環である。

(2) R⋉ pは almost Gorenstein局所環である。

次数環に対しては，次のように almost Gorenstein性を

定義する。

Definition 2.5 (Definition 1.1.5). R =
⊕

n≥0 Rn は

Cohen-Macaulay次数環とし，R0は局所環とする。Rの

次数付き正準加群 KR の存在を仮定する。このとき，R

が almost Gorenstein次数環であるとは，次の次数 R-加

群としての短完全列

0 → R → KR(−a) → C → 0

であって，等式 µR(C) = e0M(C)なるものが存在すること

である。但し，a = a(R)は Rの a-invariantを表し，M

は Rの次数付き極大イデアルとする。

Gorenstein次数環は almost Gorenstein次数環である。

また，Rが almost Gorenstein次数環ならば，RMは局所

環として almost Gorensteinであるが，一般に逆は成立し
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ない。反例は本論文の第一章（Example 1.8.8）で与えら

れるが，巴系イデアルのRees代数の間にも大量に見い出

される（第二章，Theorems 2.2.7，2.2.8参照）。

次の定理は，随伴次数環の almost Gorenstein性が基礎

環に遺伝することを主張するものである。ここで，r(R)

は環 Rの Cohen-Macaulay型を表す。

Theorem 2.6 (Theorem 1.9.1). (R,m) は Cohen-

Macaulay局所環，Rの正準加群KRの存在を仮定し，剰

余体 R/m は無限とする。m-準素イデアル I に対して，

grI(R) =
⊕

n≥0 I
n/In+1 により I の随伴次数環を表

す。このとき，grI(R)が almost Gorenstein次数環であっ

て，r(grI(R)) = r(R)ならば，Rは局所環として almost

Gorensteinである。

さらに，基礎環が斉次かつ levelである場合には，次の

特徴付けが得られる。

Theorem 2.7 (Theorem 1.1.6). R = k[R1]は無限体 k

上の斉次な Cohen-Macaulay次数環，d = dimR ≥ 1と

し，RはGorensteinでないと仮定する。このとき，次の

2条件は同値である。

(1) R は almost Gorenstein 次数環であって，level で

ある。

(2) Rの全商環Q(R)はGorenstein環であって，a(R) =

1− dである。

Theorem 2.7 を適用することで，数多くの almost

Gorenstein次数環の例が具体的に構成できる。その他，第

一章では，基礎環と tangent coneの almost Gorenstein

性についても解析している。

第二章と第三章では，与えられたイデアル I に対して，

いつ Rees代数 R(I) = R[It]が almost Gorenstein次数

環となるかについて解析している。Rees代数の環構造解

析は，1979年の後藤四郎-下田保博 ([8])まで遡る。現在

までに，Rees代数の Cohen-Macaulay性は既に多くの研

究者によって解析されており (例えば，[8, 9, 11, 12])，そ

の中でもGorensetein Rees代数はかなり稀な存在である

ことが知られている ([10])。従って，Rees代数の almost

Gorenstein性解析は，Rees代数の環構造論としても新た

な地平を開くと考えられる。

第二章においては，巴系の一部で生成されたイデアル

と礎石イデアルの場合について解析し，それらのRees代

数の almost Gorenstein性の特徴付けを次のように与え

ている。

Theorem 2.8 (Theorem 2.1.3). (R,m)はGorenstein局

所環，d = dimR ≥ 3とし，a1, a2, . . . , ar は Rの部分巴

系とする（r ≥ 3）。このとき，Q = (a1, a2, . . . , ar)とお

くと，次の 2条件は同値である。

(1) R(Q)は almost Gorenstein次数環である。

(2) Rは正則局所環であって，a1, a2, . . . , ar は Rの正

則巴系の一部を成す。

Theorem 2.9 (Theorem 2.1.4). (R,m) は正則局所環，

d = dimR ≥ 3とし，剰余体R/mは無限とする。QはR

の巴系イデアルで，Q ̸= mとし，I = Q : mとおく。こ

のとき，次の 2条件は同値である。

(1) R(I)は almost Gorenstein次数環である。

(2) I = m であるか，または d = 3 であって，かつ

I = (x) +m2 となる x ∈ m \m2 が存在する。

第三章では，2次元正則局所環上の整閉イデアルに関す

る Rees代数が次数環として almost Gorensteinであるこ

とを示す。

Theorem 2.10 (Theorem 3.1.3). (R,m)は 2次元正則

局所環とし，剰余体 R/mは無限と仮定する。このとき，

整閉な m-準素イデアル I に対して，Rees 代数 R(I) は

almost Gorenstein次数環である。

Theorem 2.10の帰結として，ℓ > 0に対して，R(mℓ)

はすべて almost Gorenstein次数環であることが従う。こ

のように，本研究により，almost Gorenstein Rees代数

の豊富な具体例の構成が可能となり，Rees代数の環構造

論としても，今後の研究に新たな知見をもたらすことが

期待される。

第四章の目的は，almost Gorenstien環内のUlrich ideal

と呼ばれる特殊なm-準素イデアルの構造を解析すること

にある。まず，Ulrich idealの定義を述べよう。

Definition 2.11 ([3]). (R,m)は Cohen-Macaulay局所

環，I は Rの m-準素イデアルとし，巴系イデアル Qを

節減として含むと仮定する。このとき，I が Rの Ulrich

idealであるとは，I ⊋ Q，I2 = QI であって，I/I2は自

由 R/I-加群であることを言う。

第四章の主結果は，与えられたUlrich ideal Iに対して，

複体RHomR(R/I,R)の構造定理を与えるものであって，

次のように述べることができる。

Theorem 2.12 (Theorem 4.1.1). (R,m) は Cohen-

Macaulay 局所環，I は R の Ulrich ideal とし，巴系イ
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デアルを節減として含むと仮定する。t = µR(I)− dimR

とおくと，Rの導来圏での同型

RHomR(R/I,R) ∼=
⊕
i∈Z

(R/I)⊕ui [−i]

が得られる。但し

ui =


0 (i < dimR)

t (i = dimR)

(t2 − 1)ti−d−1 (i > dimR)

とする。特に，任意の整数 iに対して，R-加群としての

同型

ExtiR(R/I,R) ∼= (R/I)⊕ui

が従う。

Theorem 2.12から，1次元非Gorenstein almost Goren-

stein局所環内のUlrich idealは極大イデアルmに限るこ

とが従う。また，非 Gorenstein almost Gorenstein局所

環で，Cohen-Macaulay型が素数である場合や 2次元有

理特異点の場合には，Ulrich idealの極小生成系の個数が

一定であることなど数多くの応用が得られる。
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