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吸着過程の簡単な模型

中 村 孔 一

1.マ ス タ ー 方 程 式 の 導 入

液 相 や 気 相 に接 す る固体 表面 での粒 子 の吸 着や離脱 を簡単 な二次元格子 ガ

ス模 型 で考察 す る.

固体 表面 を,1V、 個 の格 子 点 の 集 ま りと考 え,そ れ ぞ れ の格 子 点 に は 高 々 ひ

とつ の粒 子が存在 し うるとす る.

i番 目の格 子 点 に粒 子 が 存 在 す れ ばni-1,存 在 しなけ れ ばni=0と す

る.系 の微 視 的 状 態 は,Ns個 のniの 組,n-(nl,n2,一 ■㍉7ZNS)に よって指 定

され る.

時刻 τに,微 視 的 状 態 ηが 実 現 され る確 率 を ヵ(π,り と しよ う.必 ず いつ れ

か の微 視 的状 態 が実 現 してい るこ とか ら,

ΣP(n,t)=1.(1}

こ こ で,Σ は2Ns個 の可 能 な微 視 的状 態 の すべ て に わ たる和 を意味す る.
π

確 率 ヵ(η,の の 時 間変 化 は,次 の よ うなマ ス ター 方 程 式 に よって記 述 され

る=

彦 ρ(n,t)一 号[w(n・n')P(n'・t)-w(n'・n)P(n・t)]・(2)

ここで,レ γ(π,η')は,単 位 時 間 に 系 が状 態 π'か ら状 態 πに遷 移 す る確 率 で

あ る.

遷 移 確 率W(n,n')は,原 理 的 に は,系 を記 述 す るHamiltonianか ら計 算

で き る量 で あ る.し か し,こ こで は,具 体 的 な形 を特 定 せ ず,た だ
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Hア(n,n'〉=Σ1)i(n')δ(ni',1-ni)nδ(71tノ,nl)(3)
ztキ`

とい う形 に書け るこ とだけ を仮定 す る.こ れ は,同 時 に2つ 以 上 の格 子 点 で

吸 着 や 離 脱 が起 こらない こ とを仮 定 した こ とを意味 して いる.右 辺 に現 わ れ

る δ(a,b)は1〈roneckcrの デ ル タ

ー{6z:1

を表 わす.因 子 δ(ni',1-ni)は,す で に粒 子 が い る格 子 点 に は粒 子 が吸着 で

きない ことを示 している.

2.特 性関数 を用いた定式

状 態 ηが 実 現 す る確 率p(n,t)の 特 性 関 数Q(λ,t)を 導 入 し よ う:

Q(λ,t)=Σein'λP(n,t).(4)

こ こ で,A=(A,,A2,…,λtVs>は,0≦A,≦2π をみ た す パ ラ メ ー タ で あ り,

η'λ=Σ η古 を 意 味 す る.
1

定義{4)か ら,直 ちに,逆 変換

P(n,t)一(2吉 庇ぴe-Q(λ ・t)(5)

が導かれる.こ こ℃ ∫㌔ 一 日∫㌔ ・を意味す る.

特牲 関数Q(λ,t)の 時間変化 を支配す る方程式は,マ スター方程式(2)から

導 き出せ る.

昔Q(A・t)一¥e・ …f/P(n,t)

=Σ Σein'a[1・v(tl
,'〆)P(ll',t)-w(n',n)P(n,の].

nn'

右 辺 のp(n,t)に,(5}を 代 入 し,

畝 λ,λ')=Σ Σe肋'λmz(n,n')e-i・'・x(6)
η 口'
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で定義 され る関数W(λ,λ')を 使 っ て書 き変 え る と,

彦Q(λ,の 一(2妾)Ns.i92πdA・[ぽ(λ ・At)-fii(()、 λノー λ)]Q(λ',t).

式(3)の右辺に現われる因子が

δ(n・'・1-ni)塁 δ伝 ∴ η・)「2:)i"g-yC2ndpeicnt'+nih1)piei,¥,(ni-nt>pt

と書け るこ とに注意 して,(6)の 右 辺 を書 きか え る と

励(λ・λ')一 Σ了£)悟 だ 中 調 礁 一山ぷ 梱 一唱(惜)苔 ・胸 脚・・

一 琴(
2あ 施 ∫㌔ 蝿(1+e…-P・))(・ ・li+e－り

×Dl(.∂z∂λ・)耳(1+ei・P・一・D).

こ こ で)}次 の よ うな 関 数4(λ)を 定 義 し よ う.

a(λ)=Σein'λ=rI(1+♂ う.
ロ ゴ

この関数a(λ)が 以下の性質 をもつ ことは容易に確かめ られる.

(.∂-2百二)(1+曇)ti(a)-o,

て硫 ズ 綱(λ 一ρ)a(ρ －x)-A(λ ・一・・i(・),

(2あ ・ご∬ π鋼(λ 一ρ)Q(P,t)-Q(A,t).

式(9)と(ll)か ら,直 ち に,Q(λ,t)の み た す べ き 条 件 式

C`☆)(1+湯i)Q(λ,t)-o

が導 かれ る.

関 数A(λ)を 用 い て,(8)の 右 辺 を書 きか え る と
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輪 ☆)一 刀(」2π)的ぴf三 蒜4(λ 一ρ)

×D々 昔)∠(ρ 一λ')・ ㈹

B(λ)の 定義か ら容易に確 かめ られ る等式

f書 誌 五(λ一ρ)幸 ㊤ ☆)+ε 咋+`☆)}A(kρ)(14)

に注意 し,式(旧 を使 う と,倒 は

fiノ(A,Ar)一 琴】{e-・々 (-i∂i先)+e・A(1+i∂ 毒[)}D・(一`書 「)以(λ－x){囚

と書 きか え る こ とが で き る.

上 の 式 で,λ を0,λ'を λ'一λ と 置 く と,

砂(o,x－ λ)一 翠D・C`貴)a(λ ・一・,ar) (16)

式⑮ と㈹ を(7)の右辺に代入 し,等 式(11)に注意すると,特 性関数Q(λ,t)の

時間発展 を記述す る偏微分方程式が得 られる:

昔Q(λ,の 一 宇{召ゴ・(一`量 、)+・牢+i-∂`)-1}丑Cゴ ☆)Q(A・t)・

問

3.自 由ガス模型での解

先 に進 むため には,Di(n)の 具 体 的 な 形 が 必 要 に な る.各 格 子 点 で の 吸 着 や

離脱 が,他 の格 子 点 の 緒 の 値 に無 関 係 に,一 定 の 確 率 で起 こ る とい う簡 単 な

場合 を考 えてみ よ う.格 子 上 で の粒 子 間 の相 互 作 用 が 無視 で きる場合 を考 え

た こ とにな る.

この場 合 に は,

D、ω)一 ω1(1-ni)栩 ・1・・(18)

とな る.Wl,w2は,そ れ ぞれ,吸 着 と離 脱 の確 率 を表 わ す.
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表式㈹ を(ITに代 入 す る と,

}1一)
∂

λ∂

◆

7

σ
十1(祐十)

∂

止∂

.
Z－
(曲{Σ

～

=0λα
∂
可

の入くQ}∂
λ∂
の卿ψ爽十卿{×

一 働 Σ(ei2i-1){1+i(1+〆)橘}Q(A ,t). (瑚

た だ し,γ=鋤/鋤.最 右 辺 へ の 変 形 に 際 し て は,条 件 式 ⑰ を用 い た.

方 程 式 ㈹ は,変 数 分 離 法 に よ っ て 解 け て,解 は

Q(λ,t)・=rlgi(Ai)eie{-t¥・'t⑫0)
ξ

と書 け る.た だ し,9i(尤)は 次 の2つ の 方程 式 をみ た す 関 数 で あ る:

Σλ式9ε=9λ式9}
令
0

λ∂腕輪搾十1訳十1{D碗(

α=∂λ式9)
∂

・-

.
7

●
十1()

∂

・!

.
2

一(

⑳

e2)

方 程 式 ㈱ は,Q(λ,の が 条 件 式 閲 を み た す こ と を保 証 して い る.こ の 方 程 式 よ

り,

9i(ん)=aieiA'十bi,

こ れ を則 に 代 入 す る と,定 数 αゴ,島,ε どに 対 す る連 立 方 程 式

b－ γai=ε`砺,

bi-7ai=一 εibi

が 得 ら れ る.こ れ は,2通 りの 解 を も ち,そ れ ら は

εi=0,b,=7ai

ま た は

εゴ=一(1十 γ),b,=-ai

で あ る。 し た が っ て,方 程 式 ㈹ の 一 般 解 は
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川中　蜘.召りθ叶(
σ
H
眸
り∂}臼息GΣ

σ
=

σ

ラτλα ㈱

と書ける.た だ し,Σ は格子点の任意の集合 σの全体(全 ての格子点か らな

る集合 も空集合 も含 む)に わ た る和 を意 味 す る.Nσ は σの 大 き さ,す な わ ち,

σに 含 まれ る格 子 点 の数 を表 わ す.

定 数Cσ の値 は 初 期 条件 に よ っ て定 ま るが,確 率 の保 存(1)よ り

Q(λ==0,t)=CQ(1十 γ>Ns=1

で あ るか ら,空 集 合 φに 対 応 す るCφ は

Cφ=(1十 γ〉-Ns

とな る.

⑳

平 衡 状 態 に 対 応 す るQ。g(λ)は,時 間tを 無 限 大 に し た と き の,Q(λ,t)の

極 限 と して 実 現 さ れ る と考 え られ る.㈱ でtを 無 限 大 に す る と,凡=0,す

な わ ち,空 集 合 φか ら の 寄 与 だ け が 生 き残 り,

Qeq(λ)=limQ(λ,1)=(1十 γ)-Nsl-1(γ 十eiAt).㈱
t-・oo £

4.グ ラ ン ドカ ノニカル集 団の一般 化

グラン ドカ ノニ カル分布 の拡張 として,全 粒 子数 がNで あ る よ うな状 態 の

実 現 す る確 率 を定義 す る:

P(1V,の=ΣP(n,の.㈱
n(N)

ここで,和 は

Σ ηゴ=Ar

をみ たす微 視 的状 態 の全 て に わ た っそ とる.和 を全 て の微 視 状 態 に わ た る も

の に直す ため に,㈱ を

カ(N,t)一 誌 」r∂θ♂恥 吻 輌

と書 きかえ よう.さ らに,(5)を 使 って,特 性 関 数 で書 き表 わす と,
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カ(N・t)一 誌 ∬ π∂θe-・Q(夙zΣ

ただ し,θ=(θ,θ,…,θ 〉を意 味 す る.

p(N,t)の 時 間 変 化 を支 配 す る方 程 式 は,次 あ よ うに して導 か れ る.

㈱ を'で 微分 して

昔P(N,t)一 語 ㌔ θθ… 昔Q(θ 飢

式⑲で元=θ と置くと,

百Q(θ,の=(eie-1){N・+i(1+7e-i・)☆}Q(瓦a

㈱

㈱

囲

まず,Nが0やNsで ない場合 を考える.こ の ときは,捌 を㈱に代 入 し,部

分積分 を実行 し,再 び表示⑳ を使 うと,

畜P(N,t)-Wl[(Ns-N+1)P(N-1,彦)一(Ns-N+劔)P(凡t)

+γ(N+1)P(N+1,の].㈹

N-0の 場 合 に は,最 初 に も ど っ て考 え る ほ うが わ か りや す い .定 義 ㈱ よ り,

明 ら か に,P(0,t)=p(6,t).た だ し,6=・(0,0,…,0) .こ こ で は,、Di(n)

と し て,㈹ で 与 え ら れ る もの を考 え て い る の で,

w(0,n-')='w221δ(ni',1)rlδ(nt',0),
ゴ どキゴ

W(n',6)=w1Σ σ(ni',1)rlδ(ni',0).
`£ キ ゴ

したが って,(2)よ り

`P(・ ・t)-zv・ 習 習 δ伝 ∴1)息 δ(nl・,・)P(n',t)

-ZViP(0
,t)Σ Σ δ(7Zi',1)llδ(n,',0)
ピ オ 　ゴ

ーw・P(1
,t)-z〃1∧1、P(0,t).

こ れ は,㈲ で,N=0,P(-1 ,t)=0と 置 い た もの に 一 致 す る.

同 様 に,P(Ns,の=p(i,t)で あ る こ と に 注 意 し,② を用 い る と,
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音P(N・,t)・'w・P(Ns--1,t)-w2N,P(N・,t).

こ れ も,㈹ で,N=・Ns,P(Ns+1,t)=0と し た も の に 一 致 す る.

結 局,P(-1,t)=P(Ns+1,t)・=oと す れ ば,剛 は 全 て のNに つ い て 成 り

た つ こ と に な る.

こ の 方 程 式 の 一 般 解 は,Q(λ,t)の 一 般 解 を使 っ て,次 の よ うに 書 け る.

P(N,t)一 号C・e-N・W・li+"・ ☆ ズ ゴOe-iNe

×(1-eie)Nσ(γ 十eiθ)Ns-Na

　び ガさ　れげ

=ΣCσe-Noω'(1+γ}tΣN
。CkΣNs-N。C1

σh=Ot=0

×(-1)kγNs-tVσ －zδ(le十1,づ2).

特 に,平 衡 状 態 に対 応 した 」P。q(N)は

Peg(、N)=NぶClvγNs-N(1十 γ)『Ns.

この結 果 は,γ=θ 〔ε『初 口 と置 くと,よ く知 られ た 自由粒 子 ガ スの グ ラン ド

カノニ カル集団 での結果 と一 致 す る.

Dτ(n)と して㈹ を考 え た こ とは,格 子上 で の粒 子 の 相 互 作 用 を無 視 した こ

とにな るので,上 の 一 致 は 自然 で あ る.

特 性 関 数 を用 い た こ こで の議 論 を,粒 子 間 の相 互 作 用 を考 慮 した系 に拡 張

す るこ とは,今 後 の 課 題 で あ る.
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