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準2次 元 電 子 系 で の

Hartree-Fock近 似

中 村 孔 一

1.は じ め に

SiMOS反 転 層やGaAs/AIGaAsヘ テ ロ接 合,界面 に生 ず る準2次 元 電 子

系は,応 用 上重要 で あるだけで な く,物 理学 的 に も興 味の ある多体 系 として近

年多 くの研究者の注 目を浴び ている(1)。こ うした準2次 元 系 の物 性 を論 ず る際

に出発点 になるのは,系 で の電 子 の一粒 子エ ネル ギー準位の決定である。 この

問題 については,SternとHowardに よる古典 的 な論文が 存在す る(2)・(3)。

彼 らは,Hartree近 似 に基 づい て,MOS反 転 層で の電子 エネル ギー準 位(サ

ブバ ン ド構 造)を 決定 した。 しか し,そ の後,密 度汎 関数 を用 いた安藤 の研 究

や温 度 グリー ン関数 を用いた大川やわれわれの研究によ り,こ の 系で は多体 効

果が大 き く,Hartree近 似 で は不十分 で あ るこ とが明 らかにな っ て き た(4)・

(5)・(6}。特 に,安 藤 による計算 は,Kamgar達 に よる光共鳴 吸収 の実験 結果

を説 明することに成功 した(詳 し くは,文 献(1)の1[B節 を参 照)。 しか

し,密 度 汎 関数法 に よるエネル ギー 固有値が本当に一粒子エネル ギーを表わ し

ているか とい う原理的な問題 は依然 として残 っている。一方,温 度 グ リー ン関

数 を用 い た計算 は,途 中に計算 技法 上 の い くつか の近似 を含み,特 に高温 での

定量的 な結 果 につ いては,必 ず しも信頼 で きな い。

Hartree近 似 を越 え て,多 体 効果 を と り入 れ る 次 の ス テ ッ プ と し て は
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Hartree-Fock近 似 が あ る。この小 論 で は,準2次 元系 に対 す るHartree-Fock

近 似 を有 限温度 の場 合 に使 え る形 で定式化するこ とを試みる。

第2節 で は,自 由エ ネル ギー に対 す る変 分原 理 を証明す る。第3節 で は,こ

の変分 原 理 に基 づ き,有 限 温度 で のHartree-Fock近 似 を導 く。最 後 の 節 で

は,第3節 の結 果 を準2次 元系 に適用 し,エ ネル ギ ー準 位 と束 縛状 態 の波動関

数 を決定するための固有方程式 を求 める。

2.変 分法 による密度行列 の計算

系 を記述するハ ミル トニアン ㌘ および個数演算子 ンγ が与 え られ てい ると

する。 それ に対 し,正 定 値 でTrp=1を み た す演算 子Pを 変数 とす る 汎 関数

Ω[・]を 定義 す る:

Ω{ρ]≡Tr{ρ ピ 一概 古1叩)}・(・)

た だ し,μ は化学 ポ テ ンシ ャル,β は系 の絶 対 温度 丁 とBoltzmap-1i定 数

々 を使 って,β=1/kTと 表 わ され る定数 で あ る。

この とき次 のよ うな変分原理が成 りたつ。

ρ[ρ]を 最 小 に す る ρ は

Po≡exp[一 β(ガ ーん4/)]/Ti・exp[-B(.%ク ーμノf/)](2)

で与 え られ る。 す なわ ち,正 定 値 でTrρ=1を み た す任 意の演 算 子 ρ に対 し,

不等 式

Ω1ρ]≧9[ρo](3)

が成 り立 つ。 た だ し,等 号が成 りた つ のはp=Poの 場 合 で あ る。

最 小値9Eρolは 系 の 自由エネル ギ ー に他 な らな い。 この 変分原理 は,密 度

行 列 ρ。 と 自由エ ネル ギー9[ρo]を 近 似 的 に求 め る方法 を与 え る。 適 当 な 試

行 関数 ρ のクラスを考 え,そ の 中で Ω[ρ]を 最 小 にす る と,最 小 値 は 自 由 エ

ネル ギーの,最 小 値 を与 え る ρ は密 度行 列 の,そ れ ぞれ 近似 解に な って い る

と考 え られ る。

不等式(3)は 次 の よ うに して 証明 され る。 正定値でTrρ=1で あ る任意
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の 演 算 子 ρ は,適 当 な エ ル ミー ト演 算 子Kを 使 っ て,

ρ・=e-Pκ/Trθ づκ

と書 き表 わ す こ とが で き る 。

A≡K-(M-Pt/v)

と して,パ ラ メ ー タ λ に 依 存 す る 侮 を

ρa・e-Pκ2/Tre－ βKA,

K1==M十 λ4一 μノγ

と定 義 す る と,ρ1=ρ で あ り,ρoは 式(2)に 一 致 す る。 した が っ て,

ρ[`・'卜9[ρ ・]一∫:4λ一念 Ω[ρ・](4)

汎関数 Ω[・]の 定 義 よ り

Ω[ρ・ト 青1nぐMκ ・)一λT⑭

であるか ら,

貴 Ω[ρト(βT・e-…)一 ㍊ 一(T・e-…)-T・(ρ ・d)

一λT・(暑4)

恒等式"

一品 で … 一 一 β～le-・・五・∂監 β(卜T・K・・1・

を使うと

昔 イr・e-・ κり 一 イr・(tie-…)・':

したが って,式(5)の 第1項 と第2項 は相 殺 し,

⊥ Ω[ρ・ト7・T・(暑 ∠)

(5)

(6)

(7)

(8)

ρ1の 定 義 を λ で 微 分 し,式(6),(7)を 使 う と

鼎 一二β笹 ・κり一111'剛4ガ ・(エーnKad・

ナ β(Trε 一βκり －le－βκ2Tr(ρ ・d)・
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と書 ける。 これ を式(8)に 代 入 す る と,

☆ Ω圃 一βλT・llAe-・・K・d…K・P・d・

一βλ{Tr(PaA)}2

・.βRT・il{A・-T・(ρ ・d・)}1{d・ 一'1'r(P・"・)}P・d・ ・(9)

た だ し,d,は

∠fτ=ε一(1/2)βτK2∠fθ(1/2)β「Kl

で 定 義 され る 演 算 子 で あ る 。 ρxとexp[(1/2)βdK,]は 交 換 す る の で,等 式

Tr(Padr)=Tr(Pka)が 成 りた つ こ とに 注 意 し よ ラ。

式(9)の 右 辺 の積 分 は明 らか に非負 で,式(4)の 右 辺 の積分 も非負 にな

る。積分 が ゼ ロになるのは,A。=Tr(ρ 』4),す なわ ち,dが 恒 等 演算 子 の定数

倍 に なる ときだ けであ る。 その とき ρ=p。 で あ る。 こ うして 変分 原 理(3)

が証 明 され た。

べ

3.有 限 温 度 で のHartree・ ・Fock近 似

エ イ

前節で導いた変分原理 を用いて,電 子 系 に対 す るIlartree-Fock近 似 を有

限 温度 の場合 に拡 張 す る。

電 子を表わす場の演算子 を ψ(r)と す る と,系 のソ・ミル トニ ア ン.班 と個数

演 算子 ノ は,次 の よ うに書 かれ る:

er-1酬 ・)(一蒜 △+む ω)ψ(r)

+Tl4〃 ψw伽(r-・w)ψ ω ・(・ ・)

ノ・-1直 ψw(・)・(H)

こ こで,v(r)は 系 に 対 す る外 揚 の ポ テ ン シ ャル で あ り,u(r-〆)は 電 子 間

に は た ら くCoulombポ テ ン シ ャル を表 わ す 。

場の演算子 ψ(r)を,適 当な完 全正 規 直交 歯数 系{φb(r)}を 用 いて,
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ψ ω=Σahφk(r)'(12)
h

の よ うに 展 開 す る と,演 算 子 砕 と αた†は反 交 換 関 係

{砺,α 記}=δ 籠,

をみたし・φ毒(のを波動関数 とする状態の電子を消滅あるいは生成する演算子

とみ な す こ とが で き る 。 展 開(12)を 代 入 す る と,式(10),(11)は

ぽ=、 蔦,<1・lhlle'>a・'a・'

+† 蔦
_鯛 ・dた・1・・〉 α…a…a・ ・a・・,

.ノγ=Σ α盈†α出
た 、

と書 き変え られ る。 ここで,

〈綱1・'〉 一 ～dゆ ・*(司{一 ・嘉}△+"(・)}φ"(・)∵

〈刷 ・』>s～ ∂〃 φ・・+㈲ φL・*(〆)u(卜 〆)φ・、(〆)φ・4(・).

式(14)を 導 く際 に は,{虫(r)}の 正規 直交性:

id'ile・(r)di・'(・)一 δkk'

を 用 い た 。

こ こ で,ρ に 対 す る 試 行 関 数 と し て,

ρ=e－ βκ1/Trθ －PK・,

K、=Σ(E,一 μ)aktak
た

e

とい う形 の もの を考 え,屋 と{φ 蕗(r)}を 変 分 パ ラ メ ー タ と して,

小 に す る こ とを 考 え る。

ρ を 上 の 形 に とる と,次 の よ うな トレー ス は 容 易 に計 算 で き る:

Tre-PKi=・Tr{1十e-P(Ek'"μ)}≡Zi,克
Trρaktakr=δkth,f(E,),

Trpakltakiak3ak4=(tiklh4δk2h3一 δk(b3δk2h4)f(Ehl)f(Ek2).
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(13)

(14)

(15)
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Ω[ρ]を 最



た だ し,f(E)はFermi分 布 関 数

」〆㌣(E)==(eβ1…「十1)一 」L

を表 わ す 。

こ れ らの 結 果 を 使 う と,9[ρ1は

ρ【ρ]=Σ(〈klh)k>一 －E,)声(Eヵ)
克

+言 忌
2(〈k・k・1ulk・ 克・〉 一 くえ・k・1u[〃・虎・〉)f(E・ ・)f(E・ ・)

－eるin{1+e'・(El・"P'}(・7)

と書ける。Ω{ρ]を最小 にするパ ラメー タを求 めるために,阜 に よる微分 をゼ

ロとお くと

謡 元一ρ[ρ]一{〈klhlk>-E々+顧(<k・ktluik'・k>

一 〈k
・k'lu【k・k'〉)f(E・,)}互 絃(E・)一 ・・

つ ま り,

E,=〈klhlk>十 Σ(<k,fe'lulk',k>一<k,fe'li4[k,kt>)∫(Ek,)(18)

鳶'

が得 られ る。φ克(r)に よ る変 分 は,正 規 直交 条 件(15)を み た す とい う制 限条

件 つ きで 行 う必 要 が あ る 。 そ の た め にLagrangeの 未 定 乗数 λkklを 導 入 す る

と,φ"*(r)に よ る変 分 が ゼ ロ とい う条 件 は

δφ、1ω{・e[P]一 蔦 朋 パ ψ'φ 〃*(・・)s・5・・(r・)}一 ・

と書 け る。9【ρ】の具 体 的 な表 式(17)を 代 入 す る と,

{(「 ㌃ △+v(r))φ ・(・)+浮14〆 φ・'・(〆)u(r-〆)φ1'(〆)φ ・(r)f(E・・)

一書1輌*(〆)te(卜 〆)¢k(r')gbkr(r)f(Eikt)}f(E・)

0=)ぴ万φμ丸Σ
万
一

ま}いるあ
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ρ(〆,r)=Σ φ丘*(〆)φk(r)f(Ek)
k

とい う記法 を導入 して,

(一 芸 △+v(r)+Sd・ ・tt(卜 〆)ρ(〆,〆))φ ・(・)

-Sd・'・t(・一〆)ρ(〆
・・)φ・(〆)一 夢λ蝸 ・)(・9)

と書 くこともできる。φヵ(r)に よる変分 が ゼ ロとい う条 件は,方 程 式(19)に

複素 共役 な式 を与 え るだけで,独 立 な条件 に はな らない。

ま とめる と,式(16)で 与 え られ る形 を した ρ の ク ラスの中で,s9[p]を 最

小 にす る ρ は,変 分 パ ラメー タ 現 と{φk(r)}を,方 程式(15),(18)お よ

び(19)を 満足す る よ うに取 る こ とで実現 される。前節で導いた変分原理によ

れば このよ うにして求 められ た ρ は,系 の密度行列 の近 似解 を与 え るは ず で

ある。

方程式(15),(18),(19)を 満 たすEkと{φk(r)}は 次の よ うな 微積分 方

程式 の固有 値 と固有関数 で与 えられる:

(二 塁:一△+v(・)+Sd…U(r-〆)ρ(〆,〆))φ ・ω

－Sd・'u(r-r・)P(・'
,r)φ ・(・・)-e・ ¢・(r)・(2・)

た だ し

ρ(〆,r)=Σ φ克*(〆)φk(r)f(εk).(21)
轟

適当な境界条件の もとで,こ の方程 式 をみ たす φ,(r)を 求 め る とい う問 題 は

典型 的 な固有 値問題 になる。

定義によ り,P*(〆,r)=ρ(r,〆).こ の こ とか ら,式(20)の 左 辺 の 第2項

に現 れ る積 分 演算子 は エル ミー ト演算子であることがわかる。第1項 の演算子

が エル ミー トであ る こ とは 自明だか ら,固 有値 ε鳶は実数 に限 られ る。 また,

異 な る固有値 に属 す る固有 関数 が互 いに直交することも容易に証明できる。

条件(15)を み たす 固有 関数 の組{φk〈r)}と 対応 す る固有値 の組{εk}を 求

め るこ とが で きれ ば,こ れ らが9[ρ]を 最 小 にする条件,(15),(18),(19)
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をみ た す こ とは 容 易 に わ か る。 実 際 に,Ek=εkと し,Lagrangeの 未 定 乗 数

を2kkl=δhkノ ε㎡(εk)と とれ ば,式(20)は 式(19)に 他 な ら な い 。 ま た,式

(20)に φk*(r)を か け てrで 積 分 す る と,式(18)で 瓦 をefeに 置 き か え

た式 が 得 られ る。 これ はEkと し て 固 有 値 εkを とれ ば よ い こ と を意 味 して い

る。

こ う して,η[ρ]を 最 小 に す るパ ラ メー タ を見 つ け る 問 題 は,方 程 式(20)

で 与 え られ る固 有 値 問題 を 解 くこ とに 帰 着 され た 。 い い か え る と,エ ネ ル ギ ー

εhを もち,波 動 関 数 が 弗(r)で あ る よ うな状 態 に あ る電 子 が 独 立 に 運 動 して

い る系 の 熱 平 衡 状 態 が,相 互 作 用 を して い る 系 の 熱 平 衡 状 態 の よ い近 似 に な っ

て い る とい うわ け で あ る。

方程 式(20)が,Hartree-Fock近 似 で の 電 子 の 運 動 方 程 式 を 有 限 温度 の場

合 に 拡 張 した もの に な っ て い る こ とは,一 目瞭 然 で あ る 。 実 際 に,温 度 を ゼ ロ

に した 極 限,す な わ ち,β 一〉。。 の 極 限 で は,式(21)の ρ(〆,r)は

ρ(〆,r)=Σ φ烏*(〆)φ,(r)(22)
Iek1≦SR

とな り,式(20)は 通常 のHartree-Fock方 程 式 に一 致 する。

式(22)で 与 え られ るp(〆,r)は,こ の近似 で の密度行 列 をr表 示 した も

のに他 な らない。特 にr=〆 としたp(r,r)は,熱 平衡 状 態で の電子 の 空 間

分 布 を表 わしている。

系の全電子数 」Vは

N-{ρ(r,・)d・-Zf'(Ek)(23)
げ 克

で与 えられる。これは,全 電子数Nと 化学 ポテ ンシ ャル μ を結 び つける 式

になっている。

4.準2次 元 系へ の適 用

前節で導出 した有限温度 のHartree-Fock方 程式(20)を 系 が 準2次 元 的

な場合 に適 用 して み よ う。

こ こで,準2次 元系 と呼ぶ の は,あ る面 に平 行 な方 向 に並進 対称 性 をもつ系
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である。具体的 には,MOS構 造 での表 面反転 層 や,超 格子構 造 のヘ テ ロ界 面

に生 ず る伝導電子層の ような系 を考えればよい。 しか し,こ こで は,ポ テ ンシ

ャル の具体 的 な形 には よらない一般的な議論をする。

並進対称性 をもつ方向にay平 面 を,そ れ に垂 直 にz軸 を とるこ とにす る。

また記 号,X=(X,y),r=(X,Z)を 用 い る。 この座標 で は,外 揚 の ポテ ン シ ャ

ルVはZの み に依存 す る。 また,電 子 間の相 互作 用 はU(x-一 …xt,z,zt)と 書

け る。z方 向の並進 対称 性 は ないので,一 般 には,uはz－ ピ の みの 関 数 と

は限 らない。実 際 に,界 面で の鏡 像 力 の よ うな もの を 考 え る と,π は 之十ピ

に依 存す る項 を含 む 。

xy面 内の並進対称性を考慮 して,φh(r)を 次のような形に書き表わす。

¢ ・,P(r)-in-eiP""x.,p(x).(24)

こ こで,ρ=(♪ エ,少の.

この表 式 を,ρ(〆,r)の 定 義 式(21)に 代 入 す る と

ρ(r'・ ・)一 帯 ∫吻 … 一 ・)z・p*(2・)z・ 。(z)f(s・ ・)

一 ∫dpeip・(x-・ ・)9(z・
,2;P)

と な る 。 た だ し,

9(zt,2;P)=Σx,ρ*(z')z,ρ(z)∫(ε.p).

相 互 作 用 ポ テ ン シ ャ ル π が エー ゴ の 関 数 で あ る こ と に 注 意 す る と

1ゴ〆・`(卜 〆)ρ(〆,〆)

=∫a2・tc(0,ピ,2)∫ ・lg9(2・,z';q),

∫d〆u('一 〆)ρ(〆,・)¢ …(〆)

一 計 ～・・x～dz・!dqt`(p-q ,Z「 ・Z)9(Z'・Z;q)Xp・(Z')

と書 け る。 た だ し,aは μ めFOufier変 換

－ig-一 一;

(25)

(26)



戎(P'21・9)一 一忌 詞 ゐ 幽 ・(x・z'・鳶)

を意味す る。 これ らを,方 程 式(20)に 代 入す る と,X。p(9)に 対 す る 固 有 方

程式

{一 ・蒜 一農+η(z)+～ 蹴(ぱ,2)1吻9(2',・';9』(2)

一 ∫az・∫dgf・(Pre
,之 ㌧z)9(ガ,2;q)剛)-ep・ …Zp。(z)

が 得 られ る 。 た だ し,ε,ρ(o)は 関 係 式

㍉一㍉…「 蕩 グ

で与えられ る。

(27)

(28)

X.P(司 に対 して適 当 な 境 界 条 件(例 え ば,X.P(O)'=Z。 ρ(。。)=O)を 課 して 得 た

固 有 値 ε.P(o)を 式(28)に 代 入 して得 られ る ε。PがHartree-Fock近 似 で の

一・一ー一粒 子 エ ネ ル ギ ー を与 え る こ とに な る
。 ま た,対 応 す る 固 有 関数Xpク(Z)を 用

い 式(24)に よ っ て得 られ る φ、ρ(r)が,エ ネ ル ギ ー ε。p,波 数pに よ っ て き

ま る状 態 の 波 動 関数 を与 え る 。

u(x-x',2,xl)と してCoulonbポ テ ン シ ャル

u(x--xt,2r,z)一 ÷ 一π
κ一 め ・毒 ピ)・}・/・(29)

を と る と,Fourrir変 換 函 ρ,z,zt)は

一 一{籠:∴ (P+0)

(P=O)
(30)

と書ける。ここで,Rはxy平 面 の"半 径"で あ り,・本 来 は無 限大 に な る 量

であ る。 しか し,こ の発散 は 系の電 気的 中性 をき ちん と考慮すれば消去するこ

とができる。例えば,MOS反 転 層 の場 合 に,ゲ ー ト電極 上 の電荷 の つ くる電

場 を考えに入れ ると,Rに 比例 す る発散 項 は相 殺 され て しま う(詳 し く は,

文 献(6)を 見 よ)。

Hartree近 似 ・ す なわ ち・ 方程式(20)の 左 辺 の最 後 の項 を無 視す る 近 似

一10一



で は,式(20)はPに 依 存 しな くなb,SternとHowardが 導 い た 方 程 式(司

に帰着す る。
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